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摘! 要：通过对某校 "$$& 级 &$$ 名本科（理工）学生的入学成绩和大学一年级基础课成绩进

行统计，运用典型相关分析方法研究这两种成绩，分析了二者之间的相关性，得出入学成绩中

数学和物理成绩对高等数学、普通物理的影响较大。
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! ! 典型相关分析是多元统计中的一种重要的统

计方法，其作用在于研究两个因子集团之间的关

系。它的基本思想是在两组变量中选择若干个有

代表性的综合变量，每一个综合变量都是这组变

量的线性组合，而且综合变量之间是相关的，这种

综合变量称为典型相关变量。再通过对这一组典

型相关变量相关关系的研究来代替原来两组变量

之间相互关系的研究。在实践中，只需要着重研

究相关系数较大的那几对典型相关变量。

&! 引理和方法

设两组变量分别有 !，" 个变量，且 #& . !，#"
. "，假设两组变量分别为：

$& %［&&，&"，⋯，&"］
’，$" %［&!(&，&!("，⋯，&!("］

’

变量之间的相关性只与它们的协方差有关，设协

方差矩阵为 )，根据两组向量的维数把 ) 分成 #

块 ) .
)&& ! )&"

)"& ! )[ ]
""

，其中 )*+是（#* / #+）阶矩阵，由

协方差矩阵的性质可知 ) 为对称正定矩阵。

研究两组变量或者两个随机变量之间的相关

性，等价于研究 $& 与 $" 之间的相关性。当 )&" .
, 时，012［$&，$" ］. $，$& 与 $" 不相关，讨论 $&

与 $" 之间的典型相关性就没必要以下讨论是在

假设 )&"*, 时。设 $& 与 $" 的线性组合分别为

- . !’$&，. . "’$"，!，" 分别是 !，" 维列向量。

推论：- 与 . 之间的相关系数在线性变换下

是不变的。

证明：对于任意实数 /*$，0*$，且 /，1，0，2.
3，则有：

#（/- ( 1，0. ( 2）% /012（-，.）0 4 /"5（-）1"5（.! ）

% 012（-，.）4 5（-）5（.! ）% #（-，.）

其中 # 是向量的相关系数，5（6）为向量 6 的方

差。选用适当的 !，" 维列向量 7，8 使 5（-）. &，

5（.）. &，

引理：#（-，.）. 012（-，.）. !’)&"8
［%］

选取合适的向量 !，" 使得在 5（-）. &，5
（.）. & 的情况下，相关系数达到最大。用拉格朗

日乘数法来求得，设拉格朗日乘数 9 及 :，建立目

标函数

$（7，8）% 7’)&"8 ;
9（7’)&&7 ; &）

" ; :
9（8’)""8 ; &）

"
此函数达到最大值的必要条件为

%$
%7

% )&"8 ; 9)&&7 % $，
%$
%8

% )"&7 ; :)""8 % $

可推出 9 . : . 7’)"&8 . #（-，.），所以 9 为 -，. 的

相关系数。经过推理可得到：

（)&")""
,&)"& , 9

")&&）7 .$（)"&)&&
,&)&" , 9

")""）8 .$

选取矩阵 5&，使得 5&
" . 5，（5&

, & " . 5 , &）"
记 ’ .

)&&
, &

" )&")""
, &

" ，! . )&&
& 4 " 7，" . )""

& 4 " 8 从而 !’!
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! "，!!! ! "，经过简单推理可得到：（!!! # "$#$）

" ! %，（"），（!!! # "$#&）! ! %，（$）其中 # 为单位

矩阵，% 为零矩阵，则 "，! 有非零解的必要条件

为：/!!! # "$#$/ ! %，/!!! # "$#&/ ! %
设 $0&，其中 !!! 是 $ 阶非负定阵，具有 $

个非零特征值；!!! 是 & 阶非负定阵，具有 & 个非

零特征值。可证明 !!! 和 !!! 具有相同的非零特

征值［&］

假设 !!! 的非零特征值为 "$"1"$$1⋯"$& ’ %，

现在由（"），（$）分别求得特征向量 "’，!’ 从而得

(’ ! )""
# " * $"’，+’ ! )$$

# " * $!’，并建立 & 对线性组合

,’ ! (!
’ -"，.’ ! +!

’ -$，此时 #（,’，.’）! "’，以上 ’ ! "，

$，⋯，&。可根据需要选取具体的前几对典型相关

变量。

$( 主要应用成果

$/ "( 本文研究的问题

本文所有成绩数据来源于某校 $%%" 级计算

机、建工、材料等专业部分学生成绩，采用随机抽

样的方法得到。分别把入学成绩和大一基础课成

绩当作两个因子集团，分别记为 -"，-$ 其中 0"，

0$，0&，0) 分别表示入学成绩中的数学、英语、物

理、化学，0*，0+，0, 分别表示大学一年级高等数

学、英语、普通物理。-" !［ 0"，0$，0&，0) ］!，-$ !
［0*，0+，0,］!，这里令 - ! )，. ! &。建立 -" 与 -$

的线性组合 1 ! "!-"，2 ! !!-$，这里 "，! 分别是

)，& 维列向量，本文取了容量为 "%% 的样本。设

3 ! "%%，根据公式 0’ !(
3

’ ! "
04’ * 3( ’ ! "，$，⋯，,( 4

! "，$，⋯，3 算出均值向量 - !［ 0"，0$，⋯，0& ］

［""%/ )$，"%)/ ")，"%)/ *"，/+/ $/，,"/ %)，+$/ ** ，

+// ,,］再根据公式 5’6 !(
3

4 ! "
（04’ # 0’）（04’ # 06）* 3，

"’6 ! 5’6 * 5’’ 5! 66，’，6 ! "，$，⋯，,，4 ! "，$，⋯，3，得：

7 8（ 5’6）,9, 8

$*"/ ,%) 0&/ ,0" "&*/ */+ "&)/ )*0 ",*/ ,%& *)/ $// "%%/ +$,
0&/ ,0" $&&/ 0)% ""+/ $// /%/ ,"/ *"/ %)) "$+/ )*& +// ,$$
"&*/ */+ ""+/ $// $&"/ *&% ""// $%$ /// 0&% +&/ ,$% "++/ )/,
"&)/ )*0 /%/ ,"/ ""// $%$ $"// %)+ "%%/ +"0 *"/ )"" ,// **,
",*/ ,%& *"/ %)) /// 0&% "%%/ +"0 ","/ )&0 )&/ "/0 00/ &+/
*)/ $// "$+/ )*& +&/ ,$% *"/ )"" )&/ "/0 /// *+0 *&/ )0,
"%%/ +$, +// ,$$ "++/ )/, ,// **, 00/ &+/ *&/ )0, "/*/

















%*,

和相关矩阵

: 8（ "’6）,9, 8

"/ %%% % %/ &)* & %/ *+" , %/ *,$ + %/ 0)* 0 %/ &)& % %/ )*) "
%/ &)* & "/ %%% % %/ )// ) %/ )%% 0 %/ $*) / %/ 0$0 , %/ &$+ *
%/ *+" , %/ )// ) "/ %%% % %/ *$/ & %/ *%" " %/ )"/ , %/ ,0& *
%/ *,$ + %/ )%% 0 %/ *$/ & "/ %%% % %/ *"/ $ %/ &)0 " %/ &0) /
%/ 0)* 0 %/ $*) / %/ *%" " %/ *"/ $ "/ %%% % %/ &&% + %/ )0& $
%/ &)& % %/ 0$0 , %/ )"/ , %/ &)0 " %/ &&% + "/ %%% % %/ &0& 0
%/ )*) " %/ &$+ * %/ ,0& * %/ &0) / %/ )0& $ %/ &0& 0 "/

















%%% %

7 和 : 为对称正定矩阵，这里称为相关系数。记

;" ! 1234（ 5!’6）!1234（"*/0+$ *，"*/$/" 0，"*/$"+ "，")/
0%% $），

;$ !1234（ 5!’6）! 1234（"&/%/& )，/%//,0 )，"&//++ &），

; ! 1234（ 5!’6）!
;" ( %

%( ;( )
$

（ ’ ! "，$，&，)，6 ! *，+，,）

则有 7 ! 565。可把 7 当作协方差矩阵的近似。

根据典型相关分析的方法，先把 7，: 分成 ) 个部

分，: !
:"" ( :"$

:$" ( :( )
$$

，7 !
7"" ( 7"$

7$" ( 7( )
$$

，其中 :""，7""

为 ) 阶方阵，:$$，7$$ 为 & 阶方阵，且有 7"" ! ;":""

;"，7"$ ! ;":"$;$，7$" ! ;$:$";"，7$$ ! ;$:$$;$，则求

特征值 $ 的方程为 /7$" 7
# "
"" 7"$ # $$7$$/ ! % (

（&）即/;$/·/:$":
# "
"" :"$ # $

$:$$/·/;$/ !
% ，又因为/;$/*%，所以有：/:$" :

# "
"" :"$ #

$$:$$/ ! %( （)）（&）和（)）的特征根相同，用/
!!! # $$ <&/ ! % 求得特征值［&］

$$
" 8 %/ ,)$ +，$$

$ 8 %/ $%% 0，$$
& 8 %/ "*& *，

7 $" 8 %/ 0+" ,，$$ 8 %/ ))0 "，$& 8 %/ &/" 0
同时求得与之对应的特征向量为：

=" 8［%/ 0"0 )，%/ &%0 %，%/ )0* $］!

=$ 8［ > %/ $0$ $，%/ /*% 0，> %/ "$, +］!

=& 8［ > %/ *%% +，> %/ %&$ *，%/ 0+* "］
{

!
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所以：

!!!" #［$" %&% ’，$" "(’ ’，$" !)" (］#

!!!! #［ * $" ($! )，"" $+( $，* $" !,+ &］#

!!!, #［ * $" %+! "，* $" "!, $，"" "!& (］
{ #

，

!""" #［$"%($ ,，$"$(’ &，$",") +，$"$, (］#

!""! #［$"!)+ %，*"""(, $，$",$& !，$"$,! &］#

!"", #［ *$"+($ !，*$"")! +，""!’$ &，*$""," !］
{ #

"" #［$"$(’ %，$"$$, $，$"$!" $，$"$$! ,］#

"! #［$"$"+ +，*$"$%$ (，$"$!$ "，$"$$! !］#

", #［ *$"$&, $，*$"$"! ,，$"$+! +，*$"$$+ )］
{ #

和

!" #［$" $&% )，$" $"( %，$" $!$ )］#

!! #［ * $" $,$ +，$" "$+ ’，* $" $"% "］#

!, #［ * $" $&) %，* $" $"! ,，$" $+$ ’］
{ #

所以得到三组典型相关变量：

$" % $"$(’ %&" ’ $"$$, $&! ’ $"$!" $&, ’ $"$$! ,&(
(" % $"$&% )&& ’ $"$"( %&’ ’ $"$!$ )&{

%

；

$! % $"$"+ +&" ) $"$%( %&! ’ $"$!" $&, ’ $"$$! !&(
(! % ) $"$,$ +&& ’ $""$+ ’&’ ) $"$"% "&{

%

；

$, % ) $"$&, $&" ) $"$"! ’&! ’ $"$+! +&, ) $"$$+ )&(
(, % ) $"$&% )&& ) $"$"! ,&’ ’ $"$+$ ’&{

%

!" !- 简单的显著性检验

运用 ./01211 法检验典型相关系数的显著性。

取 " # $" $"，则根据 ./01211 检验法：

"* #（+ * "）*（, 3 - 3 "）
! ，自由度：.* #（, * *）

4（- * *）；

且当 /* ##（" * $!
0 ）若 * "* 567（/*）1&!.（"）时，说

明拒绝假设中的即第 * 组的典型相关系数是显著

的，其中 &!.（"）可查临界值表得到。

表 "- 计算结果

!"#$% " - &"$’($")*+, -%.($)

$ / * "567（/） . &!.（"） 结论

$8 +’" % $8 "%( " %!8 !!& ( "! !’8 !"% 拒绝

$8 ((+ " $8 ’%’ & "&8 )&, & ’ "’8 +"! 接受

$8 ,)" + $8 +(’ & ’8 %,$ ! ! )8 !"$ 接受

- - 由表可知，第一组典型相关系数是显著的，其

它组都不显著。所以，典型相关只有 $"，(" 一组。

,- 结论

根据本文的分析结果，入学成绩与大一基础

课成绩之间有较强的相关关系。通常，入学成绩

好，说明中学的基础好，这样入学后对基础课的学

习有促进作用，经显著性检验结果表明，只需用

（$"，(" ）来分析 1" 与 1! 之间的相关关系，且 %
（$"，("）# $" +’" %，即 $"，(" 之间有高度的正相

关关系。在 $" 中 &"（入学数学成绩）的权系数最

大，其次是 &,（ 物理）的系数，可见 $" 对 (" 起促

进作用主要是依赖于 &" 数学和 &, 物理；(" 中权

系数最大的是 &&（ 高等数学），其次是 &%（ 普通物

理）。说明 $" 对 (" 的影响最大的是 && 高等数

学，其次是 &% 普通物理，然后是外语在其中的分

量也不小。所以入学成绩中数学和物理对一年级

基础课中高等数学和普通物理的影响较大，其次

是英语成绩的影响。
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