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对流占优扩散方程的一种基于斜线性插值的特征差分算法’

黄素珍
(盐城工攀院基础教学部，江苏盐城224003)

摘要：将特征线法和有限差分法搠结合，借助于铸线蛀插馕，给出了求解对漉占优扩散方程

数值解的一种新的特征差分格式，并研究了算法的收敛性。该算法的优点是特别适用于求解

变系数的蛄流占优扩散方程，能更宸效地滇狳数值振荡现象。
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在物理帮力学问题中粥现的各种对流扩散过程中，有许多对流相对于扩散来说起主导作用。这些

过程呈现出几乎双曲的性质。对流占优性给问题的数值求解带来了许多困难。因此，对漉占优阀题的

有效数值解法～直是计算数学中重要的研究内容。为了克服数值振荡，20世纪80年代，Douglas和

Russel【l】提出了求解对流占先扩散问题的特征有限凭法秘特征有限差分法。由于逡一方法突出的优越

性，人们在十几年的时间里对该方法进行了进一步的研究和应用旧。9J。在用特征有限差分法求解对流

占优扩散阕题时都要剃焉代数插值进行计算，在文献【l】中采尾了圈1所示鳇方法：黑(茗H一，，t¨)、

(％小f川)两点的值对Q进行线性插值；边界按图2的方法处理：用Po、Qo两点的值对Q进行插值。但

圉1阉接割分示意鞠

啦．I Grids by denrm-caang
圈2边界辅掏

F豫．2琢蝴岫s臼瞰m糟
是对于有些问题的计算依然会出现数值振荡现象，这是因为当分割区间的步长不裰同时，特征线与第

n—l层网线的交点有可能会远离节点(省f，o川)(见图1)，这时选择两节点(茗H一，，￡。．。)、(膏，小￡¨)做

线性捶僚就会影响到计算精度，因两出现数值振荡。秦瓤强¨训采用了图3所示的方法：鼹(菇H，；。一，)、

(xi。t^．1)、(名川，t．)、(xi，‘。)四点的值对尸．进行双线性插值。本文只用图4中(茗，，I川)、(石『-J。I．)西点

酶值对P。进褥斜线性捶值构造了～种激的特惩差分算法，该方法与文献【l】的方法韬比更加稳定。院

文献[10]的方法要简单，还特别适用于求解变系数的对流占优扩散方程。
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圈3双线性插值示意图

Fig．3 Billinear interpolation method

1 差分格式的构造

图4斜线性插值示意图

Fig．4 Skew—linear interpolation method

考虑一维对流扩散方程的初边值问题：

fc(石)等+b(x)詈一击[n(石)嚣]=八茗，t)，戈∈(o，￡)，t∈(o，丁]，
1 u(菇，o)=“o(髫)，髫∈(0，L)，

、1 7

tu(0，t)=go(￡)，u(L，I)=gl(t)，t∈[0，T]

其中口(茗)≥口o>0，minIb(x)I：：,-maxa(x)，c(戈)≥co>0．

记算子c(茗)等+6(茗)嚣的特征方向为A=A(戈)，则特征方向导数定义为蠡=衣!方[c(聋)击+dl d髫 dA o【茗J dI

6(戈)兰]，这里币(茗)=[6(茗)2+c(菇)2]∽。这时，方程的第一个方程式可写成下述形式：

咖(石)筹一未[口(并)詈]=八聋，t)，o<茗<L，o<t<T (2)

在图4中，假定第n—l层网点的值为初始值或者是已由初始值算出，当6(茗)>O时，特征线为图中

沿着PoP．的方向。设特征线与两网点Q0和P．。连线的交点为P．，这时利用函数在两点Q。、P一。的值，

作双线性插值求出函数在P．点的函数值，再利用差分法和特征线法给出一种隐式计算格式。这种方法

的特点是只须在线段Q。P一。内作斜线性插值，毋须做更多的判断来确定插值节点，同时还避免了因截断

误差过大而引起数值不稳定现象。

取空间步长^>O，节点茗，=正√=0，1，2，⋯，M=[L／h]，时间步长丁>0，节点t．下，n=0，l，⋯，N=

[T／I"]，沿特征线作如下差商离散：(咖詈¨一妨虹锛掣， (3)

这里(石．，t．)为点P．的坐标，x．=勺一屯千／勺，咖=咖(鼍)。再令q=c(气)，q=6(鼍)，呵=n(_)，，=o，

l’2，⋯∽舳谢=铡撕一cjh+bd"挑=n1"-亍。谢
I PoP。I=以丁iⅣ=屯子以，

可以写出(3)式的精确表达式

(咖鼽=咖虹锛掣叫=
式中0“为局部截断误差，记二阶中心差商砰[n(wn)]=i1[口_，+∽啦止掣叶∽虹盟掣]，
并对扩散项用二阶中心差商来逼近

(4)
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[善dx(蛙(菇)蓑)】j4=夔2【牡(簟以)卜弓8，d戈
。 。

‘’
。

其中弓。为二阶中心差商的局部截断误差。这样出(4)、(5)、式便褥

型业h丛三上』二；必一筑：[M(麓，k)]：Z一一墨一，f V。‘一、。7’。4，。 一， ‘Y’

其中

鬏；=T；≮芎；，

，：『。=(币警¨一牛亟盟掣。
巧“=[未(口(搿)詈)]』“一瓯2[“(巧^)]，

略去(6)式中的毛4，则得刘求解初边德问题系(1)的特征差分格式

f学半一a／[E孙n
眨穗姑麓('芝X吲。'

其中q。为越<勺，t．)的数僚解。

2斜线性攫僮

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

强葳≤lu，甲鼹u：爨编、，．1这然赢嚣骧遽过瓣缓经殛僵褥斜，令U：=韬(茗。，l。，，兵学掰≤茗，l，=

J『t l￡J：f一，。。％”1}(戈，t)表示用插德数据{以．，4，％”1}求得的线性插值函数。其中，。为线性插值算子。

其结采如下：

桃一珂-l}k丸)=精‰+篙甜‰， ㈤
其中

揣P=料Po=燕， ㈤，
1 ．1魄l l编 l g是+6fr’

、‘。7

I P—lP．I 。
I QoP．I c，^

——————一=I一——————一=———-—一．1 P一{‰l
—

l P—l编l 勺矗+免r’
(13)

将(12)、(13)式代入(11)式，得

引¨州沁丸)=彘％，+燕‰ ㈤)

亦即

u：=且cjh+b，r，，／+南c．h∥
将(15)代入(10)式便．--f得到具体的数值计算格式。

3收敛性分析

对于固定的n和．『，定义光滑函数乱4(戈)和啤(￡)的如下范数：

i矿||．=m，exl配(菇，l。)}，||嫠||”=||∥艮+；荟m||警||。，

(15)
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114 II．=m=lu(xj’I)I，114 II”=114忆+。郭翱。．
文献[1]已经证明二阶中心差商的局部截断误差满足：

I弓-l≤{后II l‘。II s。-h，如果u。E驴一(R)， (16)。

【k II H1 II．．尊h2，如果u。E旷·。(尺)．
、’

其中蠡为常数。利用带积分余项的Taylor公式可计算出

。4州鼽一半亟牛等世=蒜(嘉)f．， ∽，

这里(等)，是u沿线段PoP．的二阶切向导数在PoP．上某点的值，结合(7)，(16)及(17)式。便有

fk“II器II。r+II u。II，．。J1]，当u。∈旷·。(R)时，
I驯≤{ d， (18)

k E II
aaA'u：II。r+II M。k 712]，当u‘E矿’。(R)时，

其中蠡。为正常数'Il娶o。=【o．。m】x[oax-r】l娶1．
令芎=u(巧，I．)一嵋，则由(6)与(10)式得到误差函数所满足的方程

』业h旺T一蝴=一碍， (19){ 叱叫。一1’ ()

【g：o，
其中可=u(x．，1．)一埘(石．，I．)，这样由(19)式可以得到：

芎一刁i％[％-履赜，一(％t力+吩一·尼)芎+吩一·力tt]=可一刁—匆时n
对于已固定的n，设艺=mPl芎I>o则在．『=矗处q+}嚷-一(吩+÷+q一÷)芎+气一÷吐t≤o，于是推知o<

吒≤或一刁式百％r，进而得到《2峄I芎I≤I《I+rI嗾I，从而有：

maj l哼I≤max，’F I+M，m警I碍I r， (20)

此处肘·为正的常数。下面讨论如何用-t≯It‘1 I来估计m，axle／I，进而由式(20)导出n≯。芎’1 I与

·甲I芎I之问的递推关系式。由于：
r=u(髫．，t．)一ll，(戈．，t．)=u(x．，t．)一，1 I咋l，叼-1}(髫．，t．)=u(x．，I．)一JrI I n(毛．1’I．)，
u(簟，t．一1)I(茗．，t．)+Ii I H(勺一t，t。)，u(≈一-，t．)I(菇．，t．)一，。{咋l，叼-’I(戈．，t．)=弓。+，l l味l，

芎。1I(戈．'I．)，(21)

式中弓。=u(茁．。t．)一，。i耻(气一·，t。)，M(≈，t。一。)I(戈．，t．)，由(15)式及(21)式可得到：

ma≯‘可l≤ma，x l季I+i‰max I哼_ll+万b／+．,／-爵max I哼I． (22)

将(22)式代人(20)式得到

ma莩I可I≤ma荸I哼一1 l+型写半max o“I+M。ma】【I彤l r， (23)

这里还需估计斜线性插值误差≯，
I弓’I=I u(x．，t．)一，l{l‘(≈一l，t。)，u(鼍，t．一1)I x．，t．)I=

I I"0引2u"‘似⋯olI=÷器阱。 c抖，

其中p表示直线P一。Q。的方向，(鲁)j表示沿线段P-iQ。的二阶切向导数在P-iQ。上某点的值。
啪
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则当h=0(r)时，由(24)式可估计出

nnaX，I‘“I≤』If：。，．。．，，m，。a。x。．一。。。。，I a．2--堡u I^，r， (25)

式中肘：为正的常数。将(25)式代人(23)式得

maj I譬I≤弩x I譬-II+坐÷生鸩b。矧m小ax。^，I宣c3p2”2 l。[rtT+M，弩x I彤I丁=
maxI∥|+蜘_．．．小mahx小叫f害卜+∽+弩x I彤I]．

令Qn=。，．．．～m川ax。¨。，l害I(qIIl+。丁)+甲I彤I．注意到g=。，则由式(26)可得递推式
maj I芎I≤叩x I譬。1I+鬈3下Q^≤叩x I芎1+鸭r‘Q n+Q川’≤

⋯≤鸠r互Qm≤M4协ma《x。I Qm I·
将Q．的表达式代人式(27)，得到

max I e?I≤眠[max I耳I+
J

’

I《m‘^
。 啄∽m】x[ax¨]引(小∽]．I—气Il ci，l+D；r)1．
[’-l-叫x[0．州l印。I⋯

’～

令。害II。=h踹。¨I a．2-坐u I，并由式(18)得到：
絮x吲≤肘㈠矛02U忆～㈣ma副x II比川，．。7l圳害忆(qh+∽】．

式中M为正的常数。由此可知，基于斜线性插值的特征差分格式的整体误差为O(h+r)。

以上讨论是基于I>o的情形；当屯<o时，可类似进行讨论并得出相应的计算格式。

(26)

(27)

4数值例子

考虑定解问题

『等+克芸=8虿032Uv- (o<戈<1，o<l<如>o)，

{l‘(x，o)：o (o<戈<1)，(2s)
oU(戈，t)=0，u(1，￡)=1 (0<t<r)．

其精确解是⋯

巾∽=铬+m壹=l嘉糟em-1)msin⋯咖Ⅲ㈣‰M巾 ㈣，

我们分别采用基于本文的斜线性插值以及相应的双线性插值和文献[1]中的线性插值的特征差分算

法，取k=1．0，占=0．Ol，在r=0．03 h=0．02和r=0．05 h=0．02两种情况下计算t=0．3时的数值结

果，其结果见表1。

表1 一维对流扩散方程三种差分格式的计算误差比较

一j堕垒Iel
Numerical errors of three finite difference schemes for one—dimentional convection—diffusion equation

⋯．．。 振荡与否 平均绝对误差 最大绝对误差
计算方法

一 ～⋯⋯一
下=0．03 下=0．05 r=0．03 r=0．05 _r=0．03 r=0．05

I线性插值特征差分格式

Ⅱ双线性插值特征差分格式

Ⅲ斜线性插值特征差分格式

¨

鸺

％

3

2

l

0

0

O

挪

啪

研

0

0

O

酪

b

酡

m

嘶

嘶

0

O

O

巧

佗

醯

啷

晰

嘶

O

O

O

否

否

否

否否

否
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数值试验结果表明：基于线性插值特征差分算法虽然没有数值振荡，但是计算精度不高，尤其当特

征线与第n—l层网线的交点远离节点(巧，t¨)时选择两节点(菇卜㈠，t川)、(石『-，，t¨)做线性插值计

算精度太低；基于双线性插值特征差分算法与前者相比数值扩散明显减少，计算精度明显提高。本文提

出的基于斜线性插值特征差分算法是一种有效的算法，该方法与文献[1]的方法相比更加稳定，比文献

[8]的方法要简单，而且比文献[8]的方法精度要高，还特别适用于求解变系数对流占优扩散方程。
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Skew Linear Interpolation Characteristic Difference Method

for Convection·--dominated Diffusion Equation

HUANG Su—zIIen

(Department ofFoundamental Sciences，Yancheng Institute ofTechnology，Jiangsu Yancheng 224003，China)

Abstract：A new kind of characteristic—difference scheme for convection—dominated diffusion equations is constructed by corn．

binin8 characteristic method with the finite—difference method and with the skew linear interpolation method．The convergence 0f

the characteristic—difference scheme is studied．The advantage of this scheme is very adaptable to obtain the solution of the e．

quations with variable coefficient and Can eliminate the numerical oscillations more efficiently．

Keywords：convection—diffusion equations；characteristic—difference schcme；skew linear interpolation；convergence
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