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复亚正定矩阵的几个定理。
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摘要：讨论了复亚正定矩阵张量积的性质，并将实对称矩阵的Sehur定理、华罗庚定理推广

到较为广泛的复矩阵类。
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l 复亚正定矩阵的基本性质

复亚正定矩阵是正定Hermite矩阵的推广，本文讨论了这一类未必共轭对称的复矩阵类的性质。

在本文中，C““表示n×11,复矩阵类，or(A)表示A的谱，即A的特征值的集合。

设A E c—n，记日(A)：尘箬，G(A)：尘≠，则A：H(A)+G(A)．显然丽：日(A)，丽：
一G(A)，H(A)与C(A)分别称为A的Hermite分支与反Hermite分支。

定义1设A∈C““，若对任意的0≠X E C“1，都有X7H(A)X>O，则称A为复亚正定矩阵，简称复

亚正定阵。

显然，A为复亚正定阵甘日(A)的特征值均为正。

引理l⋯ 设JD为反Hermite矩阵，则对任何X=(戈，，茗2，⋯石。)7 E C“1，有Re(X7D X)=O。

引理2‘1
3 设A E C““，则对Vx=(戈，，石：，⋯戈。)7∈C“1，x■X的实部与虚部分别为：

Re(X7AX)=X7H(A)X (1)

lm(XrA X)=匀7G(A)X (2)

引理3⋯设A∈C“4，则下列各点都是互为等价的。

(1)A为复亚正定阵。

(2)V0≠x∈C““，均有Re(X1A X)>0。

(3)A7为复亚正定阵。

(4)A 7’为复亚正定阵。

(5)A。1为复亚正定阵。
’

(6)对任意非异复方阵P，fA P为复亚正定阵。

(7)对任意正实数k，kA为复亚正定阵。

(8)A的任一主子矩阵为复亚正定阵。

(9)A的任一顺序主子矩阵为复亚正定阵。
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2复亚正定阵张量积的性质

设A=(啄)。，。，B=(致)。。。均力复方阵，则

r口Il曰

建o B兰|⋯⋯

Lam!B

称为A与B的张量积。亦称为Kronecker积。

‰廖]
aN,BJ

引理4p1 (A@C)(8@D)=胎@凹。
定理l设A为m阶复亚正定阵，露为rt阶复溉正定阵，则A@日(居)、日(A)@曰均为复亚正定阵。

证：因A为复亚歪定阵，故联蠢)为正定Hermite阵，故存在m阶翡异复方阵P，使P7H(A)P=乇，丽

理存在11,阶非异复方阵Q，使Q7H(B)Q=，。。

(poQ)7【A@H(8)](尹@口)=

(P@Q)’[(H(A)+G(A))◇HCB)】(P毯≥口)=

(P’@矿)[H(A)o日(霹)+G(A)0日(B)](POQ)=

P’群(建)P◇Q7H(B)Q+(尹’售≥Q7)[G(矗)遂≥露(霹)】(P@Q)=

J『。0L+(P@Q)7[G(A)廷)Ⅳ(曰)](尸oQ)=

J『。+(POQ)7[G(蠢)惩)抒(8)](P@Q)

因而A@H(B)=[(e@Q)⋯】。j。(P@Q)’1+a(a)@H(B)，又因G(A)失反Hermite矩阵，露(B)为

Hermite阵，易知G(A)oH(嚣)为反Hermite阵，所以任意的o≠x∈c”“，有船{Xr【G(A)黜(∞]X}=
0，又因P@q菲异，故l，=(尹。口)叫x≠o，所以

脓{x7[A遥)日(露)]x}=Re{X7[(PoQ)7]．1Im(P@Q)叫X}=

船{【(P@Q)。X】70(PoQ)一X}-Re(矿I-Y)=矿Y>0

由弓l理3(2)，A@H(鳓为复亚正定阵。同理，殿(A)@B为复亚正定阵，证毕。

3 Schur定理与华罗庚定理的推广

设A=(％)。。．与B=(‰)。。。均为n阶复方阵，它们的Hadamard乘积A。B=(％靠)。。．在理论上和

应用上有很多应用，下面就A与嚣为复亚正定阵的情况加以讨论。

定理2设A与露均为，l阶复亚正定阵，则A。Ⅳ(曰)，H(A)。8亦为复皿正定阵。

证：当A与曰都是，l阶复方阵时，容易看出，A。日(曰)的，1个行恰好是AoⅣ(嚣)的第l，n+2，2n+

3，⋯，，12这，1个行。A。日(嚣)的n个列恰好是A掣(露)的第l，n+2，2薅÷3，⋯∥这精个列。故A。露(露)
是Ao日(曰)的一个主子矩阵，由定理l，Ao日(B)为复亚正定阵，再由引理3(8)，A。日(露)为复亚正定

阵，同瑾可证，箨《A)。器亦为复亚正定阵。证毕。

若A，B均为n阶(实对称)正定阵时，日(曰)=B，A。H(B)=A。B，由定理2即得下面的Schur定理：

推论l 两个正定阵的Hadamard乘积仍正定。

定理3设A=(％)。。。为复渡正定阵，则对任何正整数露，方阵

G=

口。。(j亡ea。。)土一l 。。：(!!!三—i；j*!!兰L)I—l

a：，(!!!!—≯)‘一l n：：(J℃en：：)‘一l

‰(鼍旦广1

吆(半广1
“。。(!!学)‘一1Ⅱ。：(：!!!—。≯)‘一l⋯n。。(R。口。。)‘_l
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是复亚正定阵。

证：因G=A。旦(丛)!旦(丛)!：：：!旦(丛)，由定理2及归纳法即得证。

当A为(实对称)正定阵时，A=H(A)，即得下面关于(实对称)正定阵的华罗庚定理：

推论2【列设A=(n珐)。。。是(实对称)正定阵，则对任何正整数后，方阵
I

all

毒

a21

●

口h

I

a2^

a^1I a以▲⋯口"I

是正定阵。

推论3设A=Caj,)．。．与B=(‰)。。。均为复亚正定阵，则对任何复数咄(1<-j<k≤n)，任何纯虚

数丸(，=l，⋯，n)及任何正整数七，方阵

Gl 2

(nll+d11)(Rebll)卜1 (％“：)(半广1⋯
a21。-i)(半广1(口笠+㈦(黝笠广1⋯

(口，。+d，。)(!!!—笋)‘一1

(口：。+d：。)(!!!—笋)‘一1

(口-l_石)(半广1 (口吐一云)(半广1 ⋯ (口。+¨(肭。广1

是复亚正定阵。

证：作反Hennite矩阵，D=(略)。。。，其中咄=一d蚵(，l≥p七≥1)，因A是复亚正定阵，又因n(A+
D)=H(A)，故J4+D仍为复亚正定阵，但

G。=(A+D)。遥(垦)!：。：：!旦(旦)
I—1个

故由定理2及归纳法知，G。是复亚正定阵。证毕。
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Some Theorems of Complex Metapositive Definite Matrix
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Abstract：In this paper we first discuss the properties of Kmnecker product of complex metapositive definite matricea，and then

generalize the Schur theorem，the Hua Luogeng theorem．

Keywords：complex metapositive definite matrix；Kronecker product；Hadamard product；Schur theorem．

  万方数据


