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关于一类非线性偏微分方程的异宿轨及其行波解
!

朱庆国
（盐城工学院 基础教学部，江苏 盐城! ""#$$%）

摘! 要：一大类非线性偏微分方程都存在行波解，此时这类偏微分方程能转化为相应的常微
自治系统。讨论这类偏微分方程的常微定性结构，同时给出它们的显式行波解。
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! ! 许多领域的数学物理问题都可以用微分方程
描述，尤其是一些重要的物理力学问题都可归结

为非线性偏微分方程的研究［’ / %］。而许多非线性

偏微分方程都存在有所谓行波解，此时这类方程

可转化为相应的常微自治系统，因此我们可用常

微方程的定性方法来加以研究，我们可指出这类

偏微分方程的行波解它将对应于相应常微分方程

的异宿轨。本文主要考虑如下一类非线性偏微分

方程，其对时间的偏导数是二阶的，且假定它们

只含一个空间变量的情况，我们来求出这类方程

的异宿轨及其相应的行波解。

’! 包含有中心奇点的鞍———鞍异宿轨及
方程的行波解

设 ! 0 !（"，#），考虑非线性偏微分方程
!"!
!#"

$ ! !!
!"

$ % !"!
!"" & $ （’’ ’）

其中常数 %"$，设方程（’’ ’）它有如下的行波解
! 0 !（!），其中 ! 0 " . (·# （’’ "）

这里 (表示波速。将（’’ "）代入方程（’’ ’）后即
得下列常微方程

（(" $ %）#! $ ! )! & $ （’’ %）
其中 !上的每一黑点表示 !对 !的一次微商。将
方程（’’ %）对 !积分一次得

（(" 1 *）)! 1 ’
" !" 0 +!（设积分常数 + 2 $）

即! )! 0 . ’
(" 1 %
（

!"

" . +）

在（’’ #）中令 )! 0 ,，则（’’ #）可化为
)! & ,

), & ’
（(" $ %）"

·!（ !"

" - +{ ）
（’’ )）

! ! 所得方程（’’ )）即成为二维自治系统，它与
原方程（’’ ’）等价，现研究方程（’’ )），方程（’’ )）

有三个奇点（$，$），（ "! +，$），和（ . "! +，$）方
程（’’ )）的 345678为

./（!，0）&

$ ’
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" - +

（(" $ %）"








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可得

./（$，$）&
$ ’
- +
（(" $ %）"







$

! ! 其特征方程 "" 1 +
（(" 1 %）"

0 $ 有一对纯虚根

"’’ " 0 9 !+
: (" 1 % :

1，; 得原点（$，$）它是系统（’’ )）

的近似线性系统的中心。关于（$，$）它是否为非
线性系统（’’ )）的中心，这通常是一较困难的问
题。

注意到方程（’’ )）为
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!" # $（"，%）# &

!% # ’（"，%）# !
（(" ) *）"
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由于 -（"，$ %）% $ -（"，%），’（"，$ %）% ’（"，%），
故根据［&］中定理 #. !’，可得原点（(，(）它也是
非线性系统（!. )）的中心。
其次可得

/0（ 1 "! ,，(）#
( !
",
（(" ) *）"







(

* * 其特征方程 !" $ ",
（(" + *）"

% ( 有相异二实根

!! . " % , "! ,
- (" + * -
，

故得奇点（ "! ,，(）和（ $ "! ,，(）均是非线性系
统（!. )）的鞍点。此时系统（!. )）的平面相图可
表示为

图 !* 含中心奇点的鞍 $鞍异宿轨
!"#$ !* %&’’() $ *&’’() +),)-./("0"/ .-1", 2",+

/)0,-&( *"0#3(&- 4."0,

其中连接两个鞍点的轨道为异宿轨，且它包

含着中心奇点 .（(，(）。下面可求相应于上述异
宿轨的原方程（!，!）的行波解，由方程（!/ &）我们
可得

0"
0"

# + !
(" ) *
（

""

" + ,）# + "" + ",
"（(" ) *）

0"
"" + ",

# + 0"
"（(" ) *）

对上式积分注意到

% 02
（2 + 3）（2 + 4）#

* + "
3 + 456

+!（
"2 +（3 ) 4）

3 + 4 ）（3 7 4）

故有 $ !
"! ,

56 $ ! "
"! ,

% $ "
"（(" + *）

，

因此可得方程（!. !）的下列行波解

" # "! ,56（ "! ,"
"（(" ) *）

） （!. 1）

解（!. 1）即表示一种冲击波，见图 "

图 "* 鞍 $鞍冲击波解
!"#$ "* %+./5 2&6) *.(3,".0

冲击波解（!. 1）它对应于图 ! 中连接两个鞍
点的异宿轨，值得指出的是 "对 "的导数

% # !" # ,
(" ) *

89("6（ "! ,"
"（(" ) *）

）

它表示是一种孤立波。

"* 对应于鞍———结（或鞍一焦）异宿轨的
方程的行波解

考虑非线性偏微分方程

!""
!5"

) " !"
!2

) # !#"
!2# # ( （". !）

其中常数 #"(。
同样设方程（". !）它有行波解

" # "（"），" # 2 + (·5 （". "）
将（". "）代入（". !）后可得下列常微方程

("#" ) " !" ) #⋯" # (
上式两边积分得

##" ) (" !" ) !
" "" # ,*（设 , 7 (）

* 即* #" % !
#
（ $ (" !" $ !

" "" + ,） （". #）

令 !" % %，方程（". #）可改写为
!" # &

!% # !
#
（ + ("% + !

" "" ) ,{ ）
（". &）

* * 系统（". &）即成为二维自治系统，它有两个

奇点（ "! ,，(）和（ $ "! ,，(），系统（". &）的 23456
78为

/0（"，%）#
( !

+ "
#

: ("[ ]
#

可得

/0（ "! ,，(）#
( !

+ "! ,
#

+ ("





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* * 其特征方程为 !（! + ("

#
）+ "! ,

#
% (
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故得特征值 !!! " #
$ ""

"
% "&

"" $ & "! #
! "

" ，下

面分两种情况

（!）设 " ’ (，则特征值为相异二实根，此时可

得（ "! #，(）为鞍点。
（"）设 " ) (，

!若 "& $& "! #" )(，即 " )
&
& "! #! "，此时特

征值为两个负实根，可得（ "! #，(）为稳定结点。

"若 "& $ & "! #" ’ (，即 " ’
&
& "! #! "，此时

特征值为具负实部的一对共轨复根，可得（ "! #，
(）为稳定焦点。

对奇点（ $ "! #，(）也可作类似分析，可得
（!）设 " ’ (

!若 " )
&
& "! # * "! *，则奇点（ $ "! #，(）为

系统（"! &）的不稳定结点

"若 " ’
&
& "! # * "! *，则奇点（ $ "! #，(）为

系统（"! &）的不稳定焦点

（"）设 " ) (，可得（ $ "!#，(）为系统（"! &）的鞍
点。

这样由上面讨论可得

!当 " ’ (，奇点（ "! #，(）为系统（"! &）的鞍

点而奇点（ $ "! #，(）为不稳定结点（或焦点）而
连结这两个奇点的轨道现为鞍 $结异宿轨道（或
鞍 $焦异宿轨道）。见图 +。

"当 " ) ( 时，奇点（ "! #，(）为稳定结点（或

焦点）而奇点（ $ "! #，(）为鞍点，此时连结这两
个奇点的轨道同样为鞍 $结异宿轨道（鞍 $焦异
宿轨道）见图 &。
下面我们来求相应于图 +（或图 &）中鞍 $结

异宿轨的原方程（"! !）的行波解，首先对与
方程（" ! !）等价的方程（" ! +）作一变量代换，设

$ # "! # , $!，代入方程（"! +）中得

"#$ ! , "" %$! ,
!
"（ "! # , $!）

" # #

"#$ ! , "" %$! , "! #$! ,
!
" $!

" # ( （"! -）

设方程（"! -）的解为

$! & ’
（! ( )#$）"

（"! .）

其中 #，’为待定常数。可求出

（/）0 鞍 $结异宿轨

（1）0 鞍 $焦异宿轨
图 +0 鞍 $结异宿轨和鞍 $焦异宿轨

!"#$ +0 %&’’() $ *+’&( ,)-).+/("*"/ +.0"- &*’
%&’’() $ 1+/&( ,)-).+/("*"/ +.0"-

（/）0 鞍 $结异宿轨

（1）0 鞍 $焦异宿轨
图 &0 鞍 $结异宿轨和鞍 $焦异宿轨

!"#$ &0 %&’’() $ *+’&( ,)-).+/("*"/ +.0"- &*’
%&’’() $ 1+/&( ,)-).+/("*"/ +.0"-

%$! & * "’#)#$

（! ( )#$）+
，#$ ! & * "’#")#$（! * #)#$）

（! ( )#$）&

将它们代入（"2 -）中可得下列方程
（&’#"" * "’#"" ( "! #’）)"#$ *（"’#"" (

"’#"" * " "! #’）)#$ ( "! #’ ( ’"

" & (

由此可得0
"! # , ’

" # (

$ #"" $ #"" , "! # # (
&#"" $ "#"" , "! #

{
# (

（"! 3）
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由（!! "）可求得

" # $ ! !! %，! # #&!
$"
（!! %）

将（!! %）代入（!! &）中即得

’’ # $ ! !! %
（’ ( )

#&!
$" #）!

于是最后我们得原方程（!! ’）对应于鞍 (结异宿
轨的下列行波解

’（#）# !! %（’ $ !
（’ ( )

#&!
$" #）!
）（!! )）

由解（!! )）的上述表达式可看出，（’）当 " * + 时，

若 #&,，则 ’& !! %，若 #& - ,，则 ’& ( !! %，

且 ’（+）. ’
! !! %；（!）当 " /+时，若 #& (,，则 ’

& ( !! %，若 #& - ,，则 ’& !! %，且 ’（+）. ’
!

!! %，此鞍 (结冲击波解（!! )）的图形可见图 $

（0）1 " * + 时 ’（#）的图形

（2）1 " / + 时 ’（#）的图形
图 $1 鞍 (结冲击波解

!"#$ $1 %&’’() ( *+’&( ,-+./ 0&1) ,+(23"+* !（!）

至于对应于鞍 (焦异宿轨的行波解，在 " * +
时，# / + 的一段类似于孤立波，而 # * + 的一段则
类似于衰减振荡，将二者结合起来即形成为方程

（!! ’）的下列鞍一焦冲击波解

’（#）#
!!% ( !!%)

#&!
!"#345 !!%

"
$（#&

!

!"
）! # （$,，+）

$ !!% (# !!%563!* !!%
7"! # （+，(,









 ）

（!!)）
其图形可表示为图 &

图 &1 鞍 (焦冲击解 ’（#）
!"#$ &1 %&’’() ( 4+.&( ,-+./ 0&1) ,+(23"+* !（!）

#1 对应于含焦点（或结点）的鞍 (鞍异宿
轨的方程的行波解

考虑以下的非线性偏微分方程

!!’
!+!

( !’
!,

( !!’
!,!

# ’（’ $ ’）（’ $ -）（#! ’）

其中 + * - * ’
同样设方程（#! ’）有行波解

’ # ’（#）1 # # , $ &·+ （#! !）
将（#! !）代入方程（#! ’）中可得下列常微方程
（&! ( ’）#’ ( .’ # ’（’ $ ’）（’ $ -）#

’# $（’ ( -）’! ( -’ （#! #）
令 .’ . /，方程（#! #）可改写为
.’ . /

./ . ’
&! - ’
［ ( / - -’ (（’ - -）’! - ’#{ ］

（#! 7）

方程（#! 7）现有平衡点（+，+）（’，+）和（-，+），方
程（#! 7）的 803429

01（’，2）#
+ ’

’
&! ( ’
［- $ !（’ ( -）’ ( #’!］

$ ’
&! (







’

可得

01（+，+）#
+ ’
-

&! ( ’
$ ’

&! (







’

其特征方程 $（$ - ’
&! - ’
）( -

&! - ’
. +，即（ &! - ’）
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!! " ! # ! $ %，可 得 特 征 值 !&" ! $

# & ’ & " (!（#! " &! ）

!（#! " &）
为一对异号实根，

故（%，%）为鞍点，同理可判别（&，%）也是鞍点，其
次得

$%（!，%）&
% &

!（! ’ &）
#! ( &

’ &
#! (







&

其特征方程 !（! " &
#! " &
）# !（! # &）

#! " &
$ %，即（#! "

&）!! " ! # !（ ! # &）$ %，得特征值 !&" ! $

# & ’ & " (!（! # &）（#! " &! ）

!（#! " &）
（&）若 & " (!（! # &）（ #! " &）) %，则特征值
为两负实根，可得（ !，%）点为稳定结点。
（!）若 & " (!（! # &）（ #! " &）* %，则特征值
为具负实部的一对共轭复根，可得（ !，%）点为稳
定焦点。

此时在相平面上会存在两对异宿轨道之一，

见图 +

图 +, 鞍 #鞍异宿轨道
!"#$ +, %&’’() # *&’’() +),)-./("0"/ .-1",

下面我们可求相应于上述鞍 #鞍异宿轨的
原方程（- . &）的行波解。为此设 )* $ +，则#* $

+ /+
/*，代入方程（-" -）中可得

（#! " &）+ /+
/* " + $ !* #（& " !）*! " *- （-" 0）

设方程（-" 0）有多项式形式的解

+ & ,& ( ,!* ( ,-*
!

将其代入（-" 0）式有
（#! ( &）（,& ( ,!* ( ,-*

!）·（,! ( !,-*）(
（,& ( ,!* ( ,-*

!）& !* ’（& ( !）*! ( *-

即,（#! " &）,&,! " ,& "［（#! " &）（,! " !,&,-）"
,!］* "［-（#! " &）,!,- " ,-］*

! " !（ #! " &）,-
!·

*- $ !* #（& " !）*! " *- 所以得

（#! " &）,&,! " ,& , （-" 1）

（#! " &）（,!
! " !,&,-）" ,! $ ! , （-" +）

-（#! " &）,!,- " ,- $ #（& " !） , （-" 2）

!（#! " &）,-
! $ & , （-" 3













）

由（-" 1）可得 ,& $ % 或 ,! $ # &
#! " &
，由（-" 3）可

得 ,- $ ’ &
!（#! " &! ）

，现只考虑 ,&"%，,! $

# &
#! " &
，,- $ &

!（#! " &! ）
的情况，将 ,! $ #

&
#! " &
，,- $ &

!（#! " &! ）
代入（-" +）式，得 ,& $

!
!（#! " &! ）

，代入（-" 2）式得 &
#! " &

$（& " !）!
! ，这

样我们有

,& $
!（& " !）

! ，,! $ #（& " !）!
! ，,- $（& " !）

! ，

于是可得

/*
/"

& + & ,& ( ,!* ( ,-*
! &

!（& ( !）
! ’（& ( !）!

! * (（& ( !）
! *! &

& ( !
! （* ’ &）（* ’ !） （-" &%）

然后将方程（-" &%）分离变量并积分得

’ !
& ’ !45

’&（
!* ’（& ( !）

& ’ ! ）& ’ & ( !
! "

, , 最后我们可得原方程（-" &）的下列鞍 #鞍冲
击波解

-（"）$
（& " !）#（& # !）45（& # !!

( "）

! （-" &&）

(, 极限环与稳定解

考虑如下非线性偏微分方程

!!*
!.!

" * # !（!*
!/
）# 0（!*

!/
）! # 1（!*

!/
）- $ % （(" &）

其中 !，0，/为常数。
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同样设方程（!! "）它有行波解 " # "（!），! #
# $ $·%，将它代入方程（!! "）中得常微方程

$%#" & " ’ ( )" ’ *（ )"）% ’ &（ )"）’ + (

即#" # "
$%
［ $ " ) ( )" ) *（ )"）% ) &（ )"）’］ （!! %）

令 )" # )"，则方程（!! %）化为
)" + ,

), + "
$%
［ ’ " & (, & *,% & &,’{ ］

（!! ’）

关于方程（!! ’）我们将有下列结果
命题* 设 ( + (，& , (，系统（!! ’）在平面上至

少存在一稳定极限环。

证* 方程（!! ’）有唯一奇点（(，(），方程
（!! ’）的 -./012为

-.（"，/）+
( "

’ "
$%

"
$%
（( & %*, & ’&,%







）

可得

-.（(，(）+
( "

’ "
$%

(
$







%

其特征方程 "（" $ (
$%
）) "

$%
# ( 有特征值 ""! % #

(
$%

3 (!

$%
$ !
$! %

% ，这里可分两种情况：

（ 2）当 (% $ !$% + (，即 ( + %$时，特征值为两
正实根，此时可得（(，(）是系统（!! ’）的不稳定结
点。

（ 22）当 (% $ !$% , (，即 ( , ( , %$ 时，特征值
为负实部的一对共轭复根，可得（(，(）是系统
（!! ’）的不稳定焦点。
下面我们来研究无穷远奇点，为此作一庞加

莱变换，设 " # "
0 ，, $ 1

0 ，则方程（!! ’）变为

&0
&!

# $ 10

&1
&!

# "
$%
［ $ " )（(1 ) * 1%

0 ) & 1’

0%
）］$ 1{ %

（!! !）

再令 &# # &!
0%
，则方程（!! !）变为

&0
&#

# $ 10’

&1
&#

# "
$%
［ $ 0% ) (10% ) *01% ) &1’］$ 1% 0{ %

（!! 4）

* * 可以判别 2（(，(）它是方程（!! 4）的鞍点，在

单位园盘厂上，对应的无穷远点 "2 和"23也是鞍
点。

再作庞加莱变换，设 " # 1
0 ，, # "

0 ，方程

（!! ’）变为
&0
&!

# "
$%
［10 $ (0 $ * $ &

0 ］

&1
&!

# "
$%
［1% $ (0 $ * 1

0 $ & 1
0%
］{ ) "

（!! 5）

令 &# # &%
0%
，（!! 5）变为

&0
&#

# "
$%
［ $ 40 $ *0% $ (0’ ) 10’］

&1
&#

# "
$%
［ $ 41 $ *10 $ (10% ) 1% 0%］) 0{ %

（!! 6）

同样可判别 5（(，(）它是方程（!! 6）的不稳

定结点，在单位园盘厂上，对应的无穷远点 "5 和

"53也是不稳定结点，系统（!! ’）的全局相图见图 7

图 7* 全局相图
!"#$ 7* %&’()& *+),- .")#/)0

从图 7我们可看出，在有限平面上系统
（!8 ’）它有唯一奇点 9（(，(），它是一不稳定焦点

（或结点）并考虑到 ! 是由轨线和奇点 "5、"53、"2、

"23所组成，且无穷远点 "5、"53、"2、"23都是远离型的，
这样我们可把 ! 看作是庞加莱环域的外边界线，
从而由庞加莱环域定理可知在原点 6（(，(）的外
围系统（!! ’）至少存在一稳定极限环。
注意到系统（!! ’）在有限平面上只有唯一奇

点（(，(），从而系统无异宿轨，故与之对应的原方
程（!! "）亦不存在波速 5 不为 6 的行波解，而现
在我们可求原方程（!! "）的一稳定解（即与时间 %
无关的解）。为此设方程（!! "）有稳定解 " # "
（#），则方程（!! "）此时即成为

( &"
&# & *（&"

&#）
% & 4（&"

&#）
’ + " （!! 7）
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令
!!
!" " !，（## $）为

! $ %! & ’!% & !!&

可得 !的全微分
!! $（% & %’!% & &!!%）!!

又 !! " !!"，于是
（% & %’!% & &!!%）!! $ !!"

（
%
!

& %’ & &!!）!! $ !"

两边积分得

" $ %’( ( ! ( & %’! & &!
% !%

从而可得原方程（## )）如下形式的一稳定解

" $ %’( ( ! ( & %’! & &!
% !%

! $ %! & ’!% & !!
{ &

（## *）

正如 +!, 方程的稳定解 ! " &-./%) "
% 0 ) 可表征

+!,方程的性态一样，此稳定解（## *）也可表征方
程（## )）的性态，例如它应与前述稳定极限环相
匹配。
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