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矩阵 !"#"$"%# 乘积的一些性质
!

武传东，薛善增
（重庆大学 数理学院，重庆& ’(((’’）

摘& 要：研究了矩阵 !"#"$"%# 乘积的元素和的性质，得到一系列新的结果) 发现两个矩阵不

同，是因为它们之间存在夹角和大小的差异) 找到了矩阵垂直的充要条件，矩阵 !"#"$"%# 乘

积的元素和与此矩阵的行列式的关系。
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& & 矩阵的 !"#"$"%# 乘积具有自然的并行性，已

有一些文献研究了它的性质，得到不少结果［+ 1 -］。

但对于积的所有元素和的性质却无人研究。因

此，本文基于向量观点来研究矩阵的 !"#"$"%# 乘

积所有元素和的性质［2 1 ’］。

+& 基本概念

定义 +& 设 ! 3（"#$）% 4 % 为任意 % 阶矩阵，我

们定义映射 &：!"’%，即

&（!）(（"++，"+-⋯，"+%"-+，"--⋯"%+，⋯，"%%

显然，映射 &：!"’% 为 + 1 + 映射。

定义 -& ［’］设 ! 3（"#$）% 4 %，) 3（*#$）% 4 %，定

义 ! # ) 3（+#$）% 4 %，其中 +#$ 3 "#$*#$。

我们记 ! # ! 3 !-

定义 2& 设 ! # ) 3（+#$）% 4 %，称 ! # ) 中所有元

素之和为矩阵 !"#"$"%# 乘积的元素和，记作

,（! # )）。

根据以上定义，我们发现有如下关系式：

,（! # )）( &（!）·&（)）

& & 定义 ’& 若 &（!）与 &（)）的夹角为 !，则 ! 称

为矩阵 ! 与矩阵 ) 的夹角，记作〈!，)〉3 !。

此定义告诉我们，两个矩阵不同，是因为它们

之间存在夹角和大小的差异。

定义 ,& 若矩阵 ! 与矩阵 ) 的夹角为
!
- ，称

矩阵 ! 垂直于矩阵 )，记作 !$)。

-& 主要结果

定理 +& 设 ! 3（"#$）% 4 %为任意 % 阶矩阵，则

- &（!）- ( ,（!-! ）

& & 证明：因为 &（!）3（"++，"+- ⋯，"+%，"-+，⋯"%+，

⋯，"%%）

所以& 5 &（!）5 3

"++
- 6"+-

- 6⋯6"+%
- 6"-+

- 6"--
- 6⋯6"%+

- 6⋯6"%%! - 3

,（! # !! ）3 ,（!-! ）

定理 -& 设 ! 3（"#$）% 4 %，) 3（*#$）% 4 %，则

,-（! # )）% ,（!-）,（)-）

& & 证明：因为 &（!）·&（)）3 5 &（!）5 · 5 &（)）5
·789 !（其中 ! 为矩阵 ! 与矩阵 ) 的夹角）

所以 5 &（!）·&（)）5% 5 &（!）5· 5 &（)）5

即 5 ,（! # )）5% ,（!-! ）· ,（)-! ）

两边平方得& ,-（! #)）%,（!-）,（)-）

定理 2& 设 ! 3（"#$）% 4 %，) 3（*#$）% 4 % 为 % 阶

非零矩阵，则 !$) 的充要条件为 ,（! # )）3 (。

证明：必要性. 因为 !$)，则 &（!）与 &（)）的

夹角为
!
-

所以 ,（! # )）( &（!）·&（)）(
- &（!）-·- &（)）-·789 ! ( (

第 -( 卷 第 + 期

-((0 年 (2 月

盐城工学院学报（自然科学版）

:8;%<"= 8> ?"<7@A<B C<9DED;DA 8> FA7@<8=8BG H"D;%"= I7EA<7A J#EDE8<
K8=) -( H8) +
L"%) -((0

&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&

! 收稿日期：-((/ 1 +- 1 -(
& 作者简介：武传东（+M0M 1 ），男，山东东平人，硕士研究生，主要研究方向为经济数学模型及软件工程。万方数据



充分性! 因为 !（" # #）" #
所以 !（" # #）" $（"）·$（#）"

! $ $（"）$· $ $（#）$·%&’ ! " #
又因为 " "（%&’）( ( (，# "（)&’）( ( ( 为 ( 阶非零

矩阵，则 $ $（"）$’#，$ $（#）$’#

只能! %&’ ! " #! 所以! ! " !)
从而 ! "$#

定理 * ! （+）若 "，# 正线性相关时，即 # "
*"，* , # 时，有

!（" # #）+ !（")! ）· !（#)! ）

! ! （)）若 "，# 负线性相关时，即 # " *"，* - #
时，有

!（" # #）+ , !（")! ）· !（#)! ）

! ! 证明：（+）因为 $（"）· $（#）" $ $（"）$ · $ $
（#）$·%&’ !（其中 ! 为矩阵 " 与矩阵 # 的夹角）

当 "，# 正线性相关时，! " #
所以! !（" # #）" $（"）·$（#）" $ $（"）$· $ $（#）$

即 ! !（" # #）" !（")! ）· !（#)! ）

（)）当 "，# 负线性相关时，! " !

所以! !（" # #）" $（"）·$（#）" $ $（"）$· $ $（#）$

即! !（" # #）" . !（")! ）· !（#)! ）

定理 /! 设 " "（%&’）( ( (，# "（)&’）( ( ( 为 ( 阶

非零矩阵，有 %&’〈"，#〉" !（" # #）

!（")! ）· !（#)! ）

证明：由以上定义容易证明。

定理 0 ! 矩阵 12324253 乘积的元素和满足

下列运算规律：

（+）交换律! !（" # #）" !（# # "）

（)）结合律! !［（" # #）# -］" !［" #（# # -）］

（6）分配律! !［（" 7 #）# -］" !（" #- 7 !（# # -）

证明：由矩阵 12324253 乘积的性质容易得

到［*］。

定理 8! 设 " "（%&’）( ( (为任意 ( 阶矩阵，有 !
（" #（"!）.）" ( $" $

证明：设 " "（ %&’ ）( ( ( 为元素 %&’ 的代数余子

式，则

" #（"!）.）+（%&’"&’），

由行列式的性质知（%&’）的各行元素均为 $" $
所以! !（" #（"!）.）" ( $" $
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