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一类带时滞PDE模型在图像去噪中的理论研究

刘桂兰
(盐城工学院基础教学部，江苏盐城224003)

摘要：基于经典的P．L Lnills模型，提出了一类带时滞非线性PDE模型在图像去噪中的应用。

该模型与以往图像去噪模型不同。以2阶扩散张量代替经典的各向异性扩散系数的方法，给出

一种简单有效的描述方法。针对新模型，给出了模型解的适定性证明，为进一步进行数值模拟

提供了理论依据。
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图像信号在产生、传输和记录过程中，经常会

受到各种噪声的干扰，由于其严重地影响了图像

的视觉效果，因此，在进一步进行边缘检测、图像

分割、特征提取、模式识别等工作之前，有必要对

图像进行去噪。一个好的去噪方法既要能消除噪

声。又要保留图像的边缘轮廓，线条不模糊。目前

在图像去噪方面主要有两大方法：基于小波理论

的图像去噪和基于PDE理论的图像去噪”“1。

本文主要是研究利用PDE的理论进行图像去噪。

1模型的提出

1990年，Perona和Malik¨1提出了如下的非

线性各向异性扩散方程：

rIt；=div(g(I VHI)Vu)

I。(o)=‰
其中g(#)是一个非增的光滑函数，并且满足

g(0)=1，g(z)≥O，limg(j)=0。g(2)的设计，

目的是使得当l VMI较大时，g(1 Vnl)取值很

小，而当I Vul较小时，g(I V Hf)取值相对较大，

通过g(I V／／,I)的控制，方程在与边缘垂直的法

线方向上扩散速度很小，而沿着图像边缘的切线

方向有一定的扩散速度。因此，该模型在图像去

噪和平滑方面具有良好性能。

P-M建立的非线性扩散方程，人们发现它也

有许多不足之处：(1)由P—M方程进行平滑处理

不能很好的保留细节边缘；(2)有时当噪声很大

时，P—M方程引入的各项异性扩散将些噪声保留

下来而达不到去噪的效果；(3)特别是理论上有

很大困难。

对于P-M方程，关于扩散系数的选取，人们

根据各自对图像处理的需要，对原方程提出了各

种各样的改进形式。现在我们想，如果能够对扩

散系数进行比较特殊的改进。同时又保留各向异

性这一特点。在具体研究中又比较简单。本着这

一想法，提出用—个二阶扩散张量来代替P—M方

程中扩散系数。

空间上的平均化模型很多，他们主要考虑的

是将梯度进行均匀化，这样对噪声能进行较好的

消除。然而，与许多模型想法不同的是，将时间的

均值化进入我们考虑的问题中，这样，我们对初始

扩散张量的选取依赖少了许多”3。

综合上述因素提出新的模型：

ruI=div(L审“)+占(Ⅱ一“o)

1“l。=“罢l=0
‘

dⅡI扪

roL L F(V，Ⅱ)其中I面+了5—_
L工IⅢ=L0

其中k≥删，q>0。
，非负对称：(，(口)埘，甜)≥O，V口，埘ER。
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F自身及其导数的有界性：

I F(口)I+I vF(口)I≤C，V秽∈R2

同样，对，及其导数也有相同的假设。

2模型解的存在性

设(‰，k)Er(力)×[工。(n)n／tl(n)]4

原问题有唯一解u(x，￡)

rⅡI=div(LVu)+日(H一1／,0)

满足i“一。；。=“；：I。=。【训”o 2“而l；。2”
rMv--￡F(V，n)

其中j面+了2_■一
tLI。。o=Lo

证明：

首先。引进空间

形(O，T)=

卜印，T玳n))，警EL2(o丑∥(n)))(1)
取t￡|∈w(o，T)nL。(O，T；L2(力))使得

』”4p(om口(埘)≤0‰0萨(脚 (2)

由此，得到弱问题：

(等，”)+(￡(”)7 n，V”)+s(u一Ⅱo，。)=o

V口E酽(力)口．BI E[0，r】 (3)

L(t)=e‰+瓤7产F[V州·∞]山
M(O)=“。工(O)=岛

因为”∈L。(O，nr(力))，

根据条件，的有界性，得到

IL(x,t)|=P厶+々。拶，[V州·∞]山卜
e屯I+阻砷肿州·∞]山卜

l厶I+Cl≤C

即，LEL-[0，T；L。(n)]。

另一方面，由非负对称假设(F(”)"，∞)≥O，

V口，"ER2，以及正定假设k≥蒯，a>0，于是
， 五(#，t)≥e了厶≥删彳肘

即，当f≤T时，￡一致正定。所以，有

工(*，t)≥e彳k≥ae7Id，

I L J≤C，Yx E 1"2，一∞<I<r。

由抛物线方程的经典结论，我们得到弱问题

存在唯一解。

在方程(1)两边同乘Ⅱ。并在以上积分。

i1剖d u幢+(三(”)Vu，Vu)+乒(u一‰)u=o
进一步在(O，m)上积分，

[“(Lvu，vu)+寻II。(m)II各=加 ‘

引1‰争f1Ls(u—l‘o)u Vm e(o,ri

从而得到。

如～幢一I“￡s(“一‰)“≤
(÷+鹗I[uo l刍一玎o“II知

所以，

卜Vu，Vu’．+如”(m)m玎II“幢≤
(扣鹗№11 5≤c‰Ill,

利用对￡的估计，由上式得到

∥f“II Vn(·，。)咳脚山+如“(m)III,+

乱。II n o乞≤c⋯I各
选取适当的参数C，C。，C2，G，我们有

C-。ma；x，II u(·，训I各(脚+GI II“(’，s)』各d，+

C3I II Vu(。，s)II各(埘山≤CII‰慷

根据方程得到，II面0u II庐(。^*．，(m)≤a

结合以上两式得到

0 u(w)0口(O．TtH-，(珊)≤G (4)

II U(舻)0正2(0．n肛(脚)≤IIⅡo 0刍 (5)

II v(w)II_【2(o^¨㈣)≤G (6)

引进的W子集％

wj={埘￡Ⅳ(o，r)l 0埘0口(o．n刖(n))≤C5，

0埘0 L．(o，^口(埘)≤0 uoIl各(功，

II‘O石wII口f0．r；*-l(m)≤c6，埘(o)=z10}
根据式(4)一(6)。构造映射u：％一％。

进一步可以证明％是矽的非空凸的弱紧子

集。

为了利用$ehauder不动点定理，下面证明映

射u是耽的觋一个弱连续。

证明：由于形(0，r)C：L2(O，r；L2(n))，且

w(o。T)是紧子集，假设i魄l。c％，毗=Ⅱ

(巩)，且w。‰in矾
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由Rellich及Kondrachov的经典结论，

{批}。中含有一个子列(仍记为l咄}。)使得

口。三Ⅱin r(O，丁；剖(以))；

警三警in即，T；／-／_l(㈣；
u。’-+Ⅱin L2(0，T；L2(n))；

警旦。a_u in L2(O，T；f(n))，i：1,2；
ax《 矾{

1⋯’ 1

16'．_+"in L2(0，T；L2(n))；

L(删，)—，工(") in L2(0，r；L2(以))；

H；(O)—+u(O)in日“(n)

因此，在(E．)中，令江*，可以得到“=Ⅱ(”)，即
映射U是％到耽的弱连续。进一步，由(E．)

中的解的唯一性，我们得到上述收敛对整个函数

列Ⅱi与咄均成立。即原问题的解存在。

3梗型解的唯一性

设(i，L)(i，肘)是问题

r“t=di”(￡V“)+8(”一z‘o)

l乩=0：‰詈J m=0
r扎．￡，(V，“)

其中j i+了2—f的两个解。
【￡l。一。：厶

则Ⅱ，二对几乎所有的‘∈[o，T)／a,=i。

证明：

由已知，

『q。8i7(‘V“)-+gO,一uo)

1ik。=U一0嚣l m=o

其中j警+亭=丛{生 (，)

I￡I。．。=厶

一2 m(肘7i!+s(i一啪

Ii,t。=岛丝OnI m=o
raM．M F(V，i)

其中 }秕+了2—■■一(8)
【Ml。：凰

两式相减，令E=L—M，c=一U--i

q=div(MV c)一div(EV函+8c(9)

警+E=F(V，乃州V，二)(10)
在式(9)两边同时乘以c。

Vt≤T．

虿I剖d c胁(MY州V)+影≤(EVi。V c)

i1 id㈣；+珊孚0 Vc忆≤IIEVc⋯I Vc怯≤

吉(∥o Ve忆+副鲰怯)
id 0 c Il各≤CII EV c 6口≤cll E 0乞II V c 0各

(11)

另一方面，

IIE(·，t)lp≤clf。‘II，(V，u)-F(V，矗)0。．出≤

c2f I VFI II V，c 0p(Is≤

c，J Il c(·，j)·VL 0一山≤ (12)
哪

cj Il c(·，s)I】口山

进而，根据式(11)，得到

Jl c(-，t)lI各≤

吼II Vu(·，圳l各山‘巾c(·，训I乞山
(13)

因为 Vn∈r(D) 所以 J l V u(·，

s)0i。击≤C。，则(3．13)化简为

㈣‘，I)慷≤c柚c(‘，j)o刍山
由(h-onward不等式和初始条件，可得c-0，

再由ⅡF(’t‘)Ⅱ一≤c』。o c(。，j)o口山，可得

E10。

所以原问题的解唯一。

4结论

以上给出了以2阶扩散张量代替经典模型中+

的高斯磨光核的方法，而这种方法是一个简化问

题的手段。同时充分考虑了时间方向的均匀化，

即带时滞的扩散张量模型，给出了与以往在空间

方向对图像梯度作均匀化处理所不同的新模型。

针对这个新的模型。目前已经证明了其解在一定

条件下的适定性。当然，这个模型还有很大的发

展空间，比如可以进一步离散、数值模拟等，以便

在实践中获得验证，从而在图像去噪又增添了一

种新的方法。

(下转第56页)
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O—Subcongruent of Matices

ZHANG Yan，GUO Dong-xi

／College of Mathmaties and Science，Chongqing University，Chongqing柏0044，China；、
＼Yucfi High School，Shandong Jining 272000，China 』

Abstract：Inthis paper．0一subcongraent ofmaticeswasintroduced bythe concepts of sub—congruent and0一congruent．The

fact that 0一subcongnlent is a kind 0fequivalent rehtion w∞proved．Meanwhile．this paper also gave 80lnf!necessary and sI盛-

c／eat eond／60nsforO—subcongruent ofmt／ces．田lerl bytheproperties of sub—oahogonalmatrix．themlatlons oftheird№r面·

nard we”gained．

Keywords：full—-transp∞ed；sub-·transposed；0·-subcollgrttent；sub—-orthogonalmactrix

(上接第53页)

参考文献：

[1】何东健．数字图像处理[M]．西安：西安电子科技大学出版社，2003．

[2]张直，陈剐．基于偏微分方程的图像处理【M]．北京：高等教育出版社，2,004．

[3]Perona，Mallk．sc山8pm and edge detection∞iIlg anti．tropic diffusion．Proe．IEEE Computer Society[M】．Workshop

on Computer Vision，1987．

[4】Chcn Y。Barcelos C A z，Mair B A．Smoothing and Edge Detection by Time—VaIying Coupled Nonl／neⅢDiffusion F2]lm-

tion[J】．Computer Vision and Image Understanding archive，2001，82(2)：1147—1163．

A Theoretical Research of PDE Model Based on Anisotropic Diffusion
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Abstract：Based onthe classicalmodd 0fP．L．Loins．the article presented anew nonlinearPDEmodelwithtime—delay effectin

deaoising
0f image processing．Diffexent from the previous model，the amcle also蚋蚰B new simple and effective method in im-

age donoising．For the new mode]，the existence and anlquen∞s of a solution to the model was verified，which provides the theo-

retieal b．Ilsi$for the coming numerical experiments．
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