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土体内柱形孑L扩张问题的一般解及剪胀角的影响分析
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摘要：根据土塑性力学的基本原理，在考虑材料剪胀性的情况下，解得了土体内柱形孔扩张时塑

性区范围大小的理论计算公式，进而得到了柱形孔扩张时引起周围土体内塑性区和弹性区应力

场和位移场的解析解。研究了剪胀角沙对弹塑性交界处半径R的影响并给出了剪胀角的测试

方法。通过算例研究发现，弹塑性交界处半径R随着剪胀角沙的增大而逐渐减小，塑性区平均

体积应变却随着剪胀角沙的增大而增大。
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圆孔扩张法最初被用于金属加工方面，后来

被推广用于岩土工程中的压力测试分析、深基础

的承载力分析以及由于沉桩而产生的土体扰动分

析⋯。Randolph等旧1利用圆柱孔扩张问题研究

了沉桩问题，求出了沉桩后桩周土体中的有效应

力和孔隙水压力。文献[3]应用柱形孔扩张法计

算塑性区的影响范围，但没有得出塑性区的位移

场和应力场。文献[4]通过引入修正系数的方

法，假设整个弹性区、塑性区以及弹、塑性交界处

的径向位移有相同的形式，得出了整个土体范围

内的径向位移表达式，但修正系数较难确定。

Carter等"1亦利用球穴扩张理论推得了球形扩张

塑性区内的位移表达式，但也由于没有给出弹塑

性交界处半径的表达式。李月健∞o推得了土体

塑性区内平均体积应变的理论计算公式，同时求

得了土体内球穴扩张时引起周围应力和位移问题

的一般解。文献[7]和[8]在应力跌落应变软化

模型的基础上，对柱形孔扩张问题进行理论和应

用研究，但都没有考虑土体的剪胀角的影响。本

文在文献[5]和[6]研究的基础上推导出了柱形

孔扩张时的塑性区的位移场和应力场的解析解，

得到了整个土体范围内的位移场和应力场的表达

式并分析了剪张角对塑性区半径和平均体积应变

的影响。

1 柱形子L扩张问题的弹塑性分析

对无限体内柱形孔扩张问题的研究，假定土

体是均匀的、各向同性的理想弹塑性体，符合摩

尔一库仑屈服准则，采用剪胀角沙来描述土体的

剪胀性或剪缩性，体积力不计，考虑初始应力P。，

假定土体内有初始孔半径为尺。的柱体，承受均布

的柱形孔压力。当压力增加时，围绕着某一柱形

孔的柱形区将由弹性状态进入塑性状态。随着内

压力的逐渐增大，塑性区不断扩大，直至内压力增

大到极限孔压力P。，此时球形孔半径为尺。。设

弹、塑性交界处的半径为R，在半径R以内为塑性

区，R以外土体仍处于弹性状态(见图1)。由于

柱形孑L扩张是轴对称问题，采用柱坐标，并规定以

压应力为正。

1．1 弹、塑性区的应力场和位移场

柱形孔扩张是中心对称问题，采用柱坐标，

其平衡微分方程为：

， 孥+盟：0 (1)
Ur ／-

几何方程：

占，：毕 (2)
tit

s口=上 (3)
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弹性区

图1柱形孔扩张图

Fig．1 Cyfinddcal cavity expansion

摩尔一库仑屈服准则：

盯，一盯口=(盯，+矿p)sin咖+2coos咖 (4)

．式中：crr，盯。分别为径向应力、环向应力。

取应力函数为p=Alnr。考虑初始应力P。，并设

定弹塑性交界处的位移记为u。，则弹性区的应力

和位移表达式分别为：

应的孔径R。，可以计算塑性区内各点的径向应力

值。环向应力可由式(4)得到：

盯。=盯，导黜一筹怒(·3)盯一2盯r订焉而一万蕊u纠
当r=R时，可得：

旷瓴⋯。t(b)(警)黹一叫(14)
上式代人式(7)，如考虑初始应力P。，可得弹

塑性交界处位移：

UR=半尺2—i一“

h⋯叫)(等)黼_(po⋯。t咖)]
(15)

由式(9)和(14)相等可解得柱形孔扩张的最

终内压：

舻("ccot州⋯叫)(是)黹⋯叫

盯，：辱+Po (5)
p“

r

盯。一今+P0 (6)

Ⅱ，=警rcr，=了R‰ (7)Ⅱr 2—i一阿r 2了‰ L 7 J

由式(5)和(6)可得：

盯e=2Po—crr (8)

由(4)式和(8)式，在弹塑性交界处r=R可

得：

盯月=Po(1+sin咖)+CCOS咖 (9)

在弹塑性交界处r=R，式(5)与式(9)相等，

得弹性区内的应力：

盯，=÷(posin币+cCOS咖)+Po (10)

由式(1)和式(4)可得：

誓+筹舞+筹唑=06r 1 sin 6r
(11)

dr ’l+sin
’

+
、‘‘7

解此方程并用边界条件r=R。时，盯，=P。代

人后得塑性区径向应力：

盯，：(p。+cc。t币)㈢黹_cc。t咖i 12)

上式表明，已知边界条件柱形孔内压P。及相

(16)

令瓦R=历 (17)

=(po+coot咖)(1+sin币)(，丌)苒面一ccot咖
zBIno

(18)

将上式带入式(15)得：

‰=≮翔[(p。+cc。t咖)sin咖](19)
由几何方程和式(14)可以求得弹塑性交界

处的环向应变占鲫和径向应力：

占鲫：L{卫[(m+ccot咖)sin咖] (20)占鲫2—1F—L Lpo+ccot巾J sln 9J Lzu J

盯詹=(Po+ccot咖)(1+sin咖)一ccot咖

(21)

由式(12)可以看出，要解得塑性区的应力，

应先求得柱形孔扩张的内压P。，而要求得P。的值

先求得塑性区的半径尺。一个方程不可能同时解

得P。和R值。下面结合塑性区位移的计算和体

积变化的计算来求出塑性区平均体积应变△，同

时解得P小R值和塑性区的应力。

根据塑性区位移大变形假设，塑性区内几何

方程可用应力和应变变化率来表示：

。铲警 (22)

8。：睾 (23)
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式中：r为半径，u，为径向位移。

土体的本构方程为：

or=D8 (24)

式中：

or=(or，，or口)1

占=(占，，80)7

由文献[5]，土体的本构矩阵D为：

。=I—D678。a，b口r J] (25)

式中：口=(1，一N)7；6=(1，一M)7

Ⅳ=等鬻；肘=}端
耻【A二加Ao

，为单位矩阵，A、G为拉梅常数，沙为剪胀角。

将计算出的本构矩阵D带入式(24)，并结合

式(22)可得：

挚+a—Ur=一戈面orrOr it"
(26)_十a——=一戈i； L二0 J

Z【，式恸=韭等景俨
a=l／膨

式(16)带入式(12)并对R求速率，再带人上

式后得：

挚Or+a争=屹s矾(素)芦旦r (27)_十a一=一厶鬈s矾Ii l
—

Lz，J
r ⋯、“，

带人式M=2占矾R并解上式得：

M=s卵【丁(孚)4一z(素)卢R (28)

在小应变情况下解上式并结合弹塑性交界处

的边界条件，最终解得：

”占解[A(争)1+8+B(等)㈨+-s】r(29)

式忡=l一等z=急丹z+2’A=
rT“-B=高’s-1小B，
1．2塑性区平均体积应变厶的推导

塑性区内的平均体积应变可由塑性区内的总

体积比变化与塑性区总体积的比值求得，由式

(29)及几何方程可求得径、环向应变并得塑性区

平均体积应变，即：△=筹焉也船型学
(30)

另一方面，柱形孔扩张后总体积变化应等于

弹性区的体积变化和塑性区的体积变化之和：

R。2=R2一(R2一ⅡR2)+(尺2一R。2)△

将式(19)带入上式并结合式(17)，可得：

△：L竽竿丝(31)△=—专f ’

式中：F=警sin咖(p。+cc唔咖)
由式(30)和(31)得：lrrr：里趟2F笋F2 (32)一

+
＼j二，

上式通过试算可以求L。至此，柱形孑L扩张

问题的完整解已经获得，即可用理论方法直接求

得土体内球穴半径扩张到尺。时的极限扩张压力

P小弹塑性交界区的半径R及弹性区和塑性区内

各点的应力和位移。

2计算参数的选取

摩尔一库仑模型是理想弹塑性模型，采用此

模型要用到5个参数：弹性模量E、泊松比口、内摩

擦角咖、粘聚力c和剪胀角砂。5个参数中E、口、币

和c可用三轴试验根据工程的实际情况取得，剪

胀角在土力学的概念上是表示在剪应力作用时，

土体具有剪胀或剪缩特性。由于它的存在使土区

别于其他材料。它是根据土体的塑性体积应变与

正应变和剪应变关系的定义获得，由文献[5]可

以推得：

詈一粤s瓣in (33)
占， 1一 咖

”。

上式反映在三轴实验中可由图2表示，即沙

值也可由三轴试验获得。岛和占，分别为三轴试

验中的体积应变和垂直应变。由式(33)可知，当

砂大于0时，岛为负值，这相当于图2中的曲线

2，土体体积减缩，反之，当沙小于0时，瓯为正

值。如图2中的曲线l，土体体积剪胀。由此可

知，由于一般正常固结粘性土在荷载作用下体积

剪缩，因此其沙值大于0，而对于密实砂土和超固

结粘土，沙可能小于0。

3算例分析

3．1柱形孔扩张引起的应力和位移场

图3和图4表示某柱形孔扩张时按本文方法

计算得到的应力场和位移场。计算参数为凝聚力

C=34 kPa，摩擦角妒=5。，剪胀角砂=l。，弹性模
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‰∥一
‘≮二 。

曲线2

图2三轴试验占，—占，曲线

Fig．2 Resulting strain curves of‰VS￡r for a

standard triaxial test

量E=10 MPa，泊桑比t，=0．48，扩张极限半径R。
=0．2 in，初始应力为Po=172 kPa和Po=0，即不

考虑初始应力两种情况。当考虑初始应力时计算

得到尺为1．59 m，极限孔压为461．34 kPa；不考

虑初始应力时R为1．9 m，极限孔压为217．9

kPa。从图3可以看出，若考虑初始应力，在r<R

时，即在塑性区内，or，和or。均为压应力，且随r的

增加减小较快；当r=R时，由塑性状态变为弹性

状态；当r>R时，即在弹性区内，17"，和or。均为压

应力，但矿。在弹塑性交界处附近小于初始应

力。从图3还可以看出，当不考虑初始应力时，虽

量
苦

＼∥一⋯、。’。’’’’’一⋯’⋯1
I 5 10 15

r／m

图3径向应力和环向应力分布图

Fig．3 Distribution of radial stress and

circumferential stress

然曲线形状与考虑初始应力时类似，但其值比考

虑土体初始应力时小得多。由于不考虑土体初始

应力不能反映上覆压力对应力的影响，因此笔者

认为，求解柱形孔扩张时引起周围的应力场，·应考

虑初始应力的影响。从图4表示的位移场可以看

出，不论是考虑初始应力还是不考虑初始应力，径

向位移都是连续的，且其值基本相等，位移随距离

平方衰减，最大位移发生在尺。处，为8．3 cm。

暑

j

0 5 10 15 20

r／m

图4径向位移变化曲线

Fig．4 Distribution of radial displacement

3．2剪胀角的影响分析

图5是在其它土体参数不变的情况下，塑性

区半径尺随剪胀角的变化曲图。从图中发现，随

着剪胀角的增大，弹塑性区交界处的半径尺逐渐

减小。图6所示为剪胀角对径向位移的影响。随
2·2

2

1．8

逞1．6
《

1．4

1·2

1

—5 -3 —1 1 3 5

廿／。

图5剪胀角对塑性区半径尺的影响

Fig．5 Effect of dilation angle on the radius of

elastic plastic boundary
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图6剪胀角对塑性区平均体积应变的影响

Fig．6 Effect of dilation angle on average plastic

volumetric strain

着剪胀角的增大，径向位移越小，位移衰减得越

快。塑性区平均体积应变随着剪胀角的增大而增

大。由于土体剪胀性的存在，增加了土体的抗剪

切能力，有阻止土体破坏的趋势，可见考虑剪胀性

对土体的影响是很重要的。

4 结论

(1)给出了柱形孑L扩张时，弹、塑性区的应力

和位移表达式。弹塑性交界处径向应力、环向应

力or斤和盯。为常数，与交界处半径R的大小无关，

塑性区中径向应力随着孔径的增大而减小。柱形

孔扩张后的应力问题应考虑初始应力的影响。

(2)柱形孔扩张后土体内的径向位移不论考

虑初始应力还是不考虑初始应力都是连续的，并

随离柱形孑L中心距离的增大而减小。

(3)给出了塑性区中平均体积应变的推导公

式和剪胀角的测试方法，计算得出弹塑性交界处

半径尺随着剪胀角沙的增大而逐渐减小；而塑性

区中的平均体积应变却随着剪胀角沙的增大而

增大。
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A General Solution for the Expansion of Cylindrical Cavity in Soil

Mass and the Influence Analysis of Dilation Angle

ZHANG Guang-jun

(Funing kd Management Station of Jiangsu，Jiangsu Funing 224400，China)

Abstract：Based on the soil plastic mechanics，a formula for the plastic scope in the expansion of cylindrical cavity is presented

with consideration of soil dilatancy．Then，the analytical solutions of the stress and displacement field are derived．It is shown

that the angles of dilation have obvious effects on the radius of elastic plastic boundary．A testing method for dilation angle Was

given．It is proven by examples that with the increase of dilation angle，the radius R decreases gradually while the average plastic

volumetric strain increases．

Keywords：dilation angle；cylindrical cavity expansion；stress field；displacement field
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