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球面上的等周问题

陈丽娟
(盐城工学院基础教学部，江苏盐城224051)

摘要：∑是球面，∑上有一定长为￡的简单闭曲线c。对于等周曲线c围成的区域D的面积，通

过引入辅助函数：6(t，A)=Area(D)+A(三一J j R 7(s，f)J出)，根据拉普拉斯定理、曲率、测
Jn

地曲率和挠率得曲线为圆时，围成的面积最大。
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当平面简单闭曲线c的长度为￡，C界定的

区域的面积为A时，则有L2—4私>10[1]，且等号

成立当且仅当是一个圆口】。本文在平面的基础

上，对球面进行讨论。

定理1：球面戈2+严+三2=1的面积可表示
为：

Area(D)=一J W。： (1)
南

证明：球面菇2+广+名2=1上除北极外任意一

点(戈，y,z)与北极N=(0，0，1)的连线，即xy上任

意一点(Ⅱ，秽，0)与北极连线交于

(南1，忐1 V2，芝1主芋杀)。因此球面rl +H2+秒2’ +M2+
’

+配2+z，2 J。
斟虬坪LⅡJ’

(u，秽)可表示为：

r(M，秽)=

(南1 ／)2，忐1 U2／)2，瓮1 1／旃2／)2)㈦＼ +M2+
’

+ +

’

+ + ／ 、-7

则根据正交标架的结构方程，有：

％=瓮岛一号岛㈩伽·：2—i吒i—万i‘了 L3)

曲线R(s，t)围成的面积为：

Area(D)-盯dA=Ⅱ训。八训：=

一÷肛tz—h (4)

定理2：已知球面上一曲线c的弧长参数为：

r(s)=叭s)，g(s)，m(5))，s∈[O￡]且球面方程

为戈2+广+石2=1，围成的面积‘2]
A2≤4耵2一L2 (5)

当曲线是圆时，围成的球面面积最大。

证明：在曲线r(s)=上任意点P，沿曲线r

(s)=在球面中的法向量e：(s)作测地线，并取测

地线上到点P长为th(s)的点P 7。其中e：(s)=腮

(S)Xt(s)，h(s)为[0，L]上任一光滑函数，h(0)

=h(￡)=0，t fie(一8，s)。

向量叩’是由叩与e：(s)组成的直角坐标系

中的单位向量，则：

op’=COS(th(s))op+sin(th(s))e2(s)(6)

因为P为r(s)上的点，p’为球面上曲线r(s)沿e：

(s)移动得到的一簇曲线R(s，t)上的一点。曲线

R(s，f)的弧长为：
，L

L(s，t)=f R’(s，t)I ds (7)

曲线R(S，f)围成的面积为：

Are口(D)=一点羔一羔=
(8)

现在在s，t受条件L=L(s，t)的限制下，求面积最

大，则可引入辅助函数：

咖(￡，A)=Area(D)+A(L—J R 7(s，t)I ds)
JO

(9)
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其中；

!互!!!!：：12 1 11 1 1 =2上‘后g(s)^(s)ds
Ot l，一n

。

(11)

—OArea—(D)l：
Ot lI：o

掷[_m+m。一倒卜斗m，
将(11)和(12)代入到(10)中，得：

吲n耐一燃堋培卜’卜
(13)

对于定义在[0，￡]上任意光滑函数h(s)、h’(s)，

满足

h(O)=h(L)=0，h 7(0)=h’(L)

有(13)式成立，由此容易推出：

， m’(s)=o (14)

J I八s)g(s)12I一，n(。)+m”(。)一糌+8A培(。)：。(15)
得到：1+8Akg(s)=0

即：培=一土8A 2常数

又有：

后2=南矿+1=(六)2+1=常数

下=丁g一仅’=昭一芸(一arct础g)=o
综上所述，曲线r(s)为圆时，所围成的球面积最

大。

A2≤41T2一L2
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On the Isoperimetric Inequality for Circle

CHEN Li-juan

(Department ofFundamental Sciences，Yancheng Institute ofTechnology，Jiangsu Yaneheng 224051，China)

Abstract：Let∑be a sphere in R3．A simple closed curve C of length Lencloses domain D of area A on∑．Using auxiliary rune．

tion巾(t，入)=Area(D)+入(L—J R’(s，t)I ds)，laplaceg theorema，curvature，geodesic curvature and torsion，we get the
．tO

inequality A2≤4耵2一r that area is biggest when the CUl'Ve is a circle．
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