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正态分布的均值和方差在伞序约束下的最大似然估计

陈 倩 、

(北京航空航天大学理学院，北京100191)

摘要：讨论了k个独立正态总体的均值和方差同时在伞序约束下最大似然估计的求解问题，并

给出了一个求解方法和一个例子。
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1问题的提出

序约束下多个正态总体参数估计的研究近年

来有很大进展。参考文献[1]和[2]考虑了詹个

独立正态总体的均值被简单半序和简单树半序约

束方差为未知的最大似然估计；参考文献[3]讨

论了k个独立正态总体的均值和方差同时在简单

半序约束下的最大似然估计；参考文献[4]给出

了k个独立的正态总体的均值和方差被简单树半

序和简单半序约束下的最大似然估计的求解方

法。但至今没有对k个独立的正态总体均值和方

差同时在伞序约束下的最大似然估计问题进行研

究。而伞序约束下的估计也是一类非常有意义的

问题。

设有k个独立的正态总体妊一N(Z；，仃；)(j；

=l，2，⋯啦，i=1，2，⋯，k)均值和方差均为未知

参数。令p=(肛。，伽，⋯地)，矿2=(盯；，盯i，⋯，

盯：)，M和盯2都满足伞序约束

“l≤⋯≤‰≥⋯≥z‘▲ (1)

or；≥⋯≥矿：≤⋯≤盯：

(盯；>0，i=l，2，⋯，后) (2)

其中h是给定的数，1≤h≤南，h称为顶点。这意

味着k个总体中第h个总体最好，而对于h左侧

和右侧的总体，哪个更好一些，不做比较。

下面将详细讨论Ⅱ和盯2分别在(1)和(2)约

束下的最大似然估计问题。

定义给定一个有限维向量X=(菇，，并：，⋯，

钆)，则X’=(菇1．，石f，⋯，石f)称为x的保序回

归，如果X‘∈E并且
‘ ^

蚤(矿z_i．)2加t=minyeE yi=1(矿yi)2"i
其中E={Y∈R‘；，，1≤⋯≤)，^≥⋯≥yI l，W=(埘l，

埘2，⋯，机)(加i>O，i=1，2，⋯⋯，k)是～给定的权

函数。

下文中u’=(p?，肛；，⋯，从)表示u在(1)

约束下的保序回归。

当方差矿2已知时，约束(2)消失，Barlow et

al C51指出“的最大似然估计H+E D与(x，形)的

保序回归等价，这里

X=(茗l，石2，⋯，茗^)，

Xi=÷∑孙。i刍％’

形2(套，囊，⋯，毒)
D={“∈R‘；itl≤⋯≤‰≥⋯≥‰}

(3)

利用ISRE算法‘61，可以求出(X，形)在(1)约束下

的保序回归。

当正态均值H已知时，Robertson et alt71指出

矿2的保序最大似然估计是(S，』、r)的保序回归，其

中
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S=(s1，s2，⋯，s^)，

铲去荟@一叫J 2，

N=(n1，n2，⋯，nI)

设满足约束条件(2)的全体集合为G

G={矿2∈R‘；盯；≥⋯≥盯：≤⋯≤盯：，

盯；>0，i=l，2，⋯，k} (4)

众所周知，对于正态总体，12和盯2同样起着举足

轻重的作用。因此，在实际应用中，常常需要考虑

Ⅱ和矿2在同时满足一定约束条件下的估计问题。

下面将给出u和盯2同时在伞序约束下的最大似

然估计的计算方法，并给出一个例子。

2算法和例子

对于“和盯2在(1)和(2)约束下的最大似然

估计，对数似然函数为

Z(肛，盯2)=

毫{一≥-n玉壶善ni(x#-P,i)2}+c
(5)

C是与Ⅱ和盯2无关的常数。设(U，孑2)为(肛，

矿2)在(1)和(2)约束下的最大似然估计，则UE

D。多2∈G且

Z(U，孑2)=sup{(肛，盯2)；H∈D，矿2 E G}

(6)

其中D，G分别为第1部分中的(3)和(4)，G为C

的闭包。

在第1部分已经提到，当盯2(或M)已知，在

(1)(或(2))约束下，u(或盯2)的最大似然估计的

求解方法。下面将在此基础上，给出u和盯2同时

在(1)和(2)约束下的迭代算法。

首先，令

肛(o)=X，盯(o)=口2。

其中夏=(i，乏，⋯，i)，一0．2=(一o-，2，i2，⋯，

盯。2)确=÷∑茗F和矿；=∑(菇g—xi)／n；，i=
坤i J=1 1=1

l，2，⋯，k分别为样本均值和方差。

第(n，1)步：在假定∞，”={杀(i=l，2，
Ui

⋯，后)下，求(X，Wn。1’)的保序回归(Ⅳ‘⋯，

∞h-1’)，其中

矿h一’=(矿：”¨，⋯，矿：”D)，
ni

盯∥’=∑(省F一肛∥)／n，(i=1，2，⋯，．|I)
J=1

nj

第(n，2)步：在假定s∥=磊(髫g—p，)2／n；
(i=1，2，⋯，k)下，求(S‘”，Ⅳ)的保序回归仃‘⋯，

其中

N=(，ll，n2，⋯，nI)

由上面的讨论知道

Z(肛‘”，矿‘“一1’)·=sup{Z(肛，盯‘4—1’)；l‘∈D}

(7)

Z(p‘⋯，or‘“’)=sup{Z(p‘”，or2)；or2 E G

∥
由(7)和(8)推出，当n≥2时 ．

z(p‘⋯，盯‘”1’)≤z(p‘”，∥‘“’)≤z(鸬少+1’，盯‘“’)

／ (9)

在简单半序约束下，式(6)鳃的唯卜存在性，以及

(ph’，orn’)收敛于n和盯2的最夭似然估计问题，
已经在文献[2]中得到证明。丽只要将简单半序

改为本文提到的伞序，可以得刳相同的结果，证明

方法也类似。 ，2

例：在1992年我国的离考中，共需要考7门

课程，总分710分。其中语文120分，数学120

分，政治100分，物理100分，化学100分，生物70

分。在下面的成绩表中，给出了吉林省5个市的

各100名学生高考成绩，第l组为辽源市，第2组

为松原市，第3组为吉林市，第4组为通化市，第

5组为长春市。我们假定考试的分数服从正态分

布。设置～Ⅳ(肛；，盯i)，i=l，2，3，4，5。

过去的事实表明：

“1≤“2≤M3≥￡‘4≥Ⅱ5，

盯：≥矿；≥盯；≤矿：≤盯；
利用参考文献[6]中关于ISER算法的程序作为

子程序，容易得到上述迭代算法的程序。当Ⅱ和

or2满足下面条件时，迭代停止

py’一肛，I<10一，

仃∥’一矿，I<10。

根据上面的条件，此例在n=3时迭代停止。计算

结果见表2。
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表l 500名学生考试成绩

Table 1 T酷t results of 500 snldents

第1组 第2组 第3组 第4组 第5组

1 405 400 434 352 440 449 403 332 388 358

2 444 435 476 459 421 442 422 348 336 358

3 326 354 498 420 386 294 386 460 459 366

4 306 348 246 450 451 517 422 368 369 418

5 387 314 456 382 493 436 342 370 424 352

6 365 242 397 364 448 388 273 347 405 419

7 351 486 462 391 378 457 332 397 448 434

8 429 261 266 388 493 40 1 377 473 432 217

9 345 376 389 433 391 409 508 348 472 334

lO 345 503 488 448 400 411 421 379 400 397

1l 471 424 277 346 369 368 520 415 312 347

12 354 370 479 501 396 368 306 364 375 46l

13 166 399 288 494 389 417 497 364 373 396

14 438 310 453 336 519 348 489 363 446 473

15 379 413 329 423 462 432 493 358 238 305

16 435 387 479 402 478 405 408 240 434 406

Ⅵ7 428 242 384 486 458 465 357 407 372 323

1窖＼ 328 312 299 436 435 442 534 383 409 429

19‘、 377 384 415 473 298 259 469 416 416 398

20 I 380 430 —368 458 468 300 397 446 400 420

21． ＼414 437 297 391 438 424 444 448 345 412

22． ·412 463 t 315 356 478 426 492 460 287 341

23 瓷50 414 ’241 414 413 462 351 483 500 383

24 5笠8 380 407 448 383 327 355 404 348 443

25 30孓434 344 461 454 408 429 390 322 434

26 420、。419 389 321 484 388 434 486 418 425

27 413： 278 374 353 442 414 420 398 417 428

28 450
I 469 358 248 384 458 397 460 413 387

29 442 I 447 424 437 354 419 323 409 405 372

30 448 、443 208 385 419 466 509 “1 298 440

31 418 433 363 302 446 394 447 377 487 414

32 380 305 393 378 507 342 419 369 471 ’202

33 391 427 369 467 444 269 386 433 543 408

34 402 347 431 268 233 515 338 346 488 472

35 381 395 275 359 445 351 422 406 490 496

36 429 406 414 313 427 405 464 397 451 372

37 323 307 267 425 468 300 454 349 413 452

38 393 377 。231 27l 341 469 325 478 445 462

39 470 488 423 280 532 215 433 493 301 432

40 404 417 314 407 219 508 333 342 397 546

4l 444 436 433 515 383 271 428 274 362 380

42 238 397 438 381 402 544 434 324 470 320

43 406 448 379： 234 462 396 306 362 419 533

44 392 433 457 439 535 465 336 355 307 417

45 269 336 455 ’413 436 419 350 397 240 464

46 431 417 424 276 521 437 329 384 483 378

47 363 388 503 405 478 430 304 299 420 375

48 416 437 467 416 359 490 374 490 331 355

49 250 399 362 370 393 527 331 273 470 338

50 362 457 302 225 496 456 322 335 404 327

茗 388．270 384．610 418．010 395．170 398．000

cr2 4 013．917 5 354．438 4 928．749 3 582．821 4 269．380
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表2计算结果

Table 2 Results of computation
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Abstract：For normal populations，a procedure of obtaining the maximum likelihood estimations of meaus and variances under

umbrella restrictions is discussed．An Algorithm and an example are also proposed in this paper．
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