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齐型空间中广义极大算子的有界性

侯卫洁
(北京航空航天大学理学院，北京100191)

摘要：引进积集X x E上的一种拓扑结构和集合函数，用Young函数作用于极大算予，得到广义

极大算子的Morrey空间有界性，推广了相关文献中的结果。
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1引言及主要结果

为了研究二阶椭圆偏微分方程解的局部正则

性，Money在文献[1]引进了现在被称为经典

Money空间的函数空间，从那以后这些空间在关

于偏微分方程解的局部正则性的研究中起着重要

的作用。

文献[2]中给出了齐型空间的定义。

设(X，d，肛)是齐型空间，这里X是赋予了

Borel测度肛和满足如下条件的拟距离d的拓扑

空间

(1)d(茗，)，)≥O，d(戈，，，)=0蝴=，，；
(2)cl(菇，，，)=d(Y，茗)；

(3)d(x，Y)≤Kl[d(x，石)+d(z，Y)]，Yx，y,z

∈X，Kl≥l

以菇为中心，r为半径的球B(z，r)={Y∈X：

d(x，Y)<r}构成了点茗的一组邻域基，测度p满

足双倍条件0<Ix(B(x，2r))≤鳓(曰(茗，r))，茗∈
X。r>00

一个齐型空间(X，d，弘)称为正规的，如果存

在正常数玛，蜀和Ot>0，使得玛r“≤p(B(菇，r))

≤蜀，，对任意的茗及r满足肛({髫})<，<／x(X)

成立。

对任意的齐型空间(X，d，肛)，存在一个正规

的齐型空间(X，6，肛)，使得6与d拓扑等价【3】。

设E是任意一个集合且积集X×E有某种拓

扑结构，届是X×E上的Borel测度。0是映x中

的球到X×E中的Borel集的集合函数，且满足：

(1)如果X中的球8。，B2满足B，nB2=0，

则0(B。)n(召：)=0；

(2)如果球Bl CB2，则o(B1)c(B2)；

(3)对任意的石∈X，U^p(B(髫，r))=X×E

本文中假设A为(0，∞)上的函数，且满足：

(a)存在常数C，，使得对任意t≤s，有

A(t)≤ClA(s)；

(b)存在常数C：，使得对任意￡≤s，有

半≤G半。
若A为正增长函数且满足A(2t)≤纵(f)，
以及1≤D<2。，则A一定满足(a)(b)，参考文献

[4]。

定义齐型空间中的极大函数如下：

Mf(y，‘)_sup{孑蒜
f I以：)l咖(：)：(髫，t)∈0(B(x，r))}

令Mq，=(蟛9)了

设咖为Young函数，称咖满足△：或△：条

件，0<p<∞，如果咖(2t)≤c4,(t)，Vtt>0或存在

后≥1使得咖(2t)≥2矿咖(t)，VtI>0。有关Young

函数的结论参见文献[5]。

定义设l≤p<∞／为X×E上的局部可积

函数，令
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lI川驴．·(口)= (2)号(3)设B(茗，r)是X中的一个球，V(y，

，裂冀。南k。))咖(I f(y，‘)I d／3(y，‘)
定义X xE上的广义Morrey空问如下

L咖_(x×E，卢)={厂：IIf 0 L·，·(口)<+∞}

令g为x上的Lebesgue可测函数，定义

L机1(x，肛)={g：0 g II p．·(“)=

，翼奠。南k，)咖(I g(y)I)dix(y)<+∞}
定义‘61 设P>0且西为Young函数，如果

对任意的B(菇，r)c_X及，∈￡k(茗)，

(高L，I八，，)fP咖(，，))’≤c4,_(志k)4,(fl(，，)1)dix(y))
则称p《咖。

显然若p《扩，0<6≤1，则p《咖。

引理设l<P<∞，(X，d，IX)为正规的齐型

空间，若存在常数c使得口(0(B(茗，r)))≤钆(B
(菇，r))，则对任意的fE∥(x，肛)有

0蟛0胪(x×E．13)≤C IIfII￡，(x，肛)
证明：根据文献[7]中的定理2，当／3(0(B(x，

r)))≤Cg(8(x，r))成立时，极大箅子M是弱(1，

1)的，即M是从L1(X，肛)到∥(X×E，p)有界的。

而肼显然是￡。(X，肛)到L。(X×E，JB)有界的，由

Marcinkiewiz插值定理，肘是从口(x，肛)到口(X

×E，口)有界的，证毕。

下面给出本文的主要结果。

定理：设l≤口<∞，咖是Young函数，A(r)满

足(a)(b)条件，若存在0<6<1，使得∥是凸的，

且g《∥，则下列条件等价：

(1)0 M／0 p··(p)≤c 0，0驴··(p)，，E

∥’1(p)

(2)／3({()，，f)∈0(B(石，r))：肘以Y，t)>s})

≤以(r)f|川∥，·(灿) Vs>O

(3)口(p(B(茹，r)))≤q(曰(茗，r))

2定理的证明

(1)j(2)

cA(r)IIfll L．·1(p)≥L脚．，))4,(Mj(y，‘))中(y，‘)
≥l 咖(MJ(y，f))中()，，t)
J

J(y,I)￡州圳’-7，)：^V(Y·I)，J}

≥咖(s)／3({()，，I)E 0(B(戈，r))：肘∥)，，t)>s})

t)ft．0(B(x，r))有

M／(，，∞≥(丽揣k，
取s=(币点两k，I以z)

l

八石)l。咖(z)1’
l

，则

御(口(曰(V))≤
静({()，，t)E口(B(V))：MJ(y，t)>s})≤

C⋯m··(肛)
令f=xB(v)，则有

口(0(B(x，r)))≤

cA(r’志kr0)咖(地”)(，，))dix(y)≤cA(r烛rp0趔垡A掣+，≥ ～rn，

IX(B(戈，r)n B(‰，i"o))、黑ro———玎A石—一J，‘ ～rn，而且S导产鼍掣≤c掣s咖up趔号掣≤c喘铲咖———可万—一≤L—群≤焉鸱而K4ra≤c2掣
所以芦(0(B(x，r)))≤cg(B(x，r))。

(3)j(1) 设B=B(菇。，r0)为齐型空间中

的任意一个球，则对任意的，E∥J(x，p)，我们令

以茗)=fx口(戈)+／。I伊(戈)=g 4-h

因为q《矿，由定义可以得到∥(Mqg)≤

CM(4,5(191))，则

I 咖(M。g(y，t))中()，，t)≤
JO(丑)

‘

Cl [M(扩(1 g(Y，I)I))]言弗()，，I)≤
J烈口)

cj 4,(I八茗)I)咖(菇)≤cA(ro)o厂Ij p·1(肛)
其中第二个不等号用到了引理。

另外，因为supp hCB‘，且q《币，可以得到

M。h≤c4,。(肘(咖(I h I)))≤

嘶。1(。svup，。砸瓦1两k，咖(I八)，)I)咖(y))≤∥(型笋)
因此
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L日)咖(Mqh()，，‘))弗()，，t)≤

c讹)IIfll胁‰，喈铲≤
cA(ro)Ilfll∥··(弘)

所以

Jo(B)咖(M，，，‘))审(，，，t)≤
cA(to)IIfll胁·(肛)

参考文献：

注：(1)若X X E=X+，0(B)=应，则文中的

结果即为文献[6]的结论，X×E=X+，0(B)=宫，

西(t)=矿，则得到文献[9]的主要结果。

(2)若咖(t)=，，0(B)=彦，q=l，则可以得

到文献[4]的结论。

(3)令X=R“，币(1)=，，q=l，则此结论即为

文献[8]的结果。
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Boundeness of Generalized Maximal

Operaters on Homogeneous Spaces
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(School of Science，Beijing University of Aeronautics and Astronautics，Beijing 100191，China)

Abstract：In this paper，the authorr introduces atype of topological structure in the Cartesian product and a set function，and oh-

rains boundeness of generalized operators in Morrey spaces．The results improve and extend the known results．
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