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XOy和K空间的凸性与K光滑性
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摘要：给出了Banach空间x，y的和空间Xol，与空间x，】，的两种K凸性和K光滑性的关系，并

得到了Banach空间x①y与X，y的两种对偶关系。
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1引言与定义

在许多关于Banach空间几何理论的论文中已经定义了空间的K光滑性以及它们和K凸性的对偶

性，文[1]研究了空间xoy，当x，】，是Banach空间时，讨论了空间xol，与x，y的凸性与光滑性的关

系，受此启发，笔者讨论了Banach空间xeY与X，】，的K一致凸、K一致光滑、K一致极凸、K一致极光

滑的关系，推广了文献[5]中的结论，并得到了Banach空间xoy与x，y的两种对偶关系。

本文所涉及的空间x，y均为实Banach空间，x。，y‘，x“，y“分别表示x，l，的对偶，二次对偶，采

用以下符号：

S(X)={菇：茗∈X，0菇0=1}，s(x+)={，扩∈X’，IIf 0=l}

置={f',fe S(x。)√^(髫)=0茗0=l}，4={茹：戈∈s(x)√X龙)=IIf 0=l}

对任意的髫1，石2，⋯吼+l∈S(X)，记

A(x1’茗2，⋯钆+1)=sup

1

l正(茗。)

i

I以(膏。)

对任意的^历，··以+，Es(x’)，记

B∽以，”仉+。)=sup

1 ⋯ 1

k(舅。) ⋯工(菇¨)
． ． ．

I ： ： ：

k(名。) ⋯五(机+。

，z∈scx，，，z=-，2，⋯后}
，毛E S(X)，i=1，2，⋯k

由Goldstine—Weson稠密性定理易证，

A∽以，一以+，)=B∽正，“以+，)

定义1．1¨’ 设x，y是赋范线性空间，则它们的和定义为{(x,y)Ix E X，Y∈Y}。记为：xoy。其中

对Vxl，石：∈X，儿EX，a∈K加法与数乘运算及范数定义为：

(茗l，Y1)+(茗2，儿)=(菇l+戈2，Y+Y2)，

a(茹l，Y1)=(a茗l，ayl)，
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0(X。，Y。)0=lI xt 0+ll Y-0

定义1．2⋯ 称x是K一致凸空问，若对任意的占>0，存在6(g)>0，使得当戈】，镌，⋯钆+J∈S(x)，
k+l

II∑．石i II>(k+1)一6时，有A(戈1，戈2，⋯菇^+1)<占。

定义1．3【21 称x是K一致光滑空问，若对任意的占>0，存在6(s)>0，使得当Z以，··仉+。E
^+1

S(x’)，0戮JI>(k+1)一6时，有日(^五，·‘以+t)<占。
定义1．4【41称x是K一致极凸空间，若对任意的fES(X’)，戈二+，菇三+，⋯，菇&Im∈S(X”)

当髫二。∽．+1时，有A(xI“n，髫二’，⋯，戈麓m)枷(n-+∞)。
定义1．5[41 称x是K一致极光滑空间，若对任意的戈“∈S(X”)Z。以。，⋯圻川)。E S(X+)，

石”魄)_l时，有A(五。以。，··派川)。)枷(，l_+∞)。

2主要结果

引理2．1【51 设X，y是实Banach空间，则空间(x④l，)’与空间x+oy+是同构的，且对应为

F E(X①y)‘_(R，F，)E X’o Y+

其中n(菇)=F(x，0)，F，(，，)=F(0，Y)，菇∈X，Y E r容易验证(xoY)’=X’oy+。

引理2．2【21 若x‘是K一致凸空间(K一致光滑空间)当且仅当x是K一致光滑空间(K一致凸空

间)。

引理2．3【4】 若x‘是K一致极凸空间(K一致极光滑空间)当且仅当x是K一致极光滑空间(K一

致极凸空间)。

由空间xoy的定义以及引理2．1我们可以得到空间xoy与空间x，l，的K一致凸，K一致极凸的

关系。

定理2．1 xoy为K一致凸空间，则X，Y都为K一致凸空间。

证明：只要证明x是K一致凸空间。对任意的占>0，存在6(占)>0，使得当菇，，菇2，⋯钆+1 E S(X)，
工+1

11．∑名i 0>(k+1)一6时，待证A(菇l，石2，⋯髫^+1)<占。令

P1=(戈l，0)，P2=(菇2，0)，⋯，R+l=(菇“l，0)，
I+l ^+1

则P。，P2，⋯，P。+。∈S(xor) 且 II；只Il=ll三髫；0>(k+1)一6

因为x④y为K一致凸空间，所以对上述F，6(占)有

占>A(P1。，P2。，⋯，P(I+1)。=

sup

sup

l

F1(Pl。

F^(PI。)

l

群(P。。

硝(P，。)

l

Fl(P(¨)。)

Fk(P(¨)。)

，F；E S((X①Y)’)，i=1，2，⋯k

，硝∈s(x+)，i=1，2，⋯尼 =A(茹I。，菇2。，⋯，石(“”。)

从而X为K一致凸空间。于是定理得证。

注：定理2．1的逆是不成立的。例如：当K=l时，把定义1．1中的和范数取为1|(髫。，Y，)0=

min{|l石。II’If Y，0}时，显然．)【oy非严格凸，刃Ij么x④y就不是～致凸的。

定理2．2 XoY为K一致极凸空间，则X，y都为K一致极凸空间。

证明：只要证明x是K一致极凸空间。对任意的／E S(．)|f’)，并二’，并三’，⋯，戈&：。、。∈S(x”)，当菇二’

∽_l时，待证A(菇二‘，茗二’，⋯，菇＆．+m)枷(n_∞)。令F=(f，0)，咒+=(菇二‘，0)，聪。=(X2”n，0)，⋯，

、，、，

^

n

●

}

I

I●n；几，L，L

砰

聪
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，&I。)。=(石矗l+。)。，0)ES((xoY)”)，且 ，二‘(F)=Xi：’∽一l
因为x①l，为K一致极凸空间，所以当n_+∞时

0卜A(F二+，，二’，⋯，F矗：。)。)=

sup

sup

l

G1(F二‘

G。(F二’)

l

Gj(石二‘

G；(戈二+)

1

G。(Fh"m)

G。(F&：m)

l

bGX八／并(*^*+1)。)

G：(菇∞m)

，G；∈S((X①Y)”)，i=1，2，⋯k

，Gj∈s(x“’)，i=1，2，⋯j} =A(菇二‘，X2+n+，⋯，石矗：。)。)

从而x为K一致极凸空间。于是定理得证。

注：定理2．2的逆是不成立的。例如：当K=1时，把定义1．1中的和范数取为0(茗。，Y。)0=

min㈨名。I|，0 Y，0}时，显然x①y非严格凸，那么xoy就不是一致极凸的。

由引理2．2，2．3以及定理2．1，2．2我们可以得到空间xo】，与空间X，l，的K一致光滑，K一致极

光滑的关系：

定理2．3 Xol，为K一致光滑空间，则x，y都为K一致光滑空间。

证明：因为x④l，为K一致光滑空间，由引理2．2可知(．Y④l，)’是K一致凸空间，又由引理2．1可

知X’oy’是K一致凸空间，最后由引理2．2可知X，l，都为K一致光滑空间。

定理2．4 X④y为K一致极光滑空间，则X，】，都为K一致极光滑空间。

注：定理2．4的证明类似于定理2．3的证明，此处从略。

最后我们由前面的引理及定理可以得到空间Xoy与X，y的下列对偶关系：

定理2．5 (xol，)‘是K一致凸空间(K一致光滑空间)，则X，y都为K一致光滑空间(K一致凸

空间)。

定理2．6(x④y)。是K一致极凸空问(K一致极光滑空间)，则x，y都为K一致极光滑空间(K

一致极凸空间)。
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K—convexity and K—smoothness of X①Y
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Abstract：Two relations and two dual notions of K—convexity and K—smoothness betweenx@r and x，Y are giVen in the paper．
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