
第22卷第1期 盐城工学院学报(自然科学版) V01．22 No．1

2009年03月 Journal of Yancheng Institute of Technology．Natural Science Edition Mar．2009

求解一维对流扩散方程的一种三层有限差分格式

黄素珍
(盐城工学院基础教学部，江苏盐城224003)

摘要：通过指数变换将方程变形，消去方程中的“对流项”，再利用反指数变换和待定系数法，构

造了求解一维对流扩散方程的一种三层差分格式。采用Von Neumann方法分析了差分格式的

稳定性，得到了格式稳定的充分必要条件。
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在此，我们先考虑一维对流扩散问题

f曼兰+k au：d壁罢，0<菇<1，0<t≤T(1)
J函

以 扩

1 l‘(菇，o)=八石)，0≤菇≤l (2)

tu(o，t)=go(t)，u(1，‘)=91(t)，0<t≤T(3)

这里^go，g。是已知函数，而n是未知函数。

其中矗、d为大于零的常数。

对流扩散方程的数值解法一直是计算数学中

重要的研究内容，人们在几十年的时间里对它进

行了进一步的研究和应用Ll qJ。然而标准的差分

方法或有限元方法对它常常失效，其根本原因在

于对流项的存在。本文采用先通过指数变换将方

程变形，消去方程中的对流项，而变形以后的方程

是一般的扩散方程，它已经有了许多有效的数值

解法"]，我们将以此为基础，构造求解一维对流

扩散方程的三层差分格式。采用Von Neumann

方法分析了差分格式的稳定性，得到了格式稳定

的充分必要条件。

l 指教翌抉

为了消去方程中的对流项，我们令u=e一卢t，，

则有詈=(印+詈)e刚户'鲤ax=ofy+警)严一，

万a2u=ot2v+2rV磊av+等)∥卢。
将上述导数代人(1)式，得

害+(后一2ad)缸av一缸a2_vv：+(掰一妇一跏

若令{≥葛“哨仨夸㈩
鲤：d窖 (4)atox2 、’

2差分格式的建立

首先建立差分网格：取空间步长h>0，节点

茗f=jhJ=0，1，2，⋯，M=[1／h]，时间步长r>0，

节点t。=w，n=0，l，2，⋯，N=[T／T]．为了讨论

方便，我们假设k>0，d>0。

2．1 Frcs格式(两层格式)

我们分别对(4)中的时间导数项用向前差

商、空间导数项用中心差商来进行近似离散，从而

得到如下形式的两层差分格式，简记为Frcs格

式。 盟：d堕兰攀(5)一=口——————_=i————一‘)J．r 凡

令r=d西q-，则

K““=V 11+(1—2r)K“+ry：l (6)

利用反变换V=e-(一户’U得到方程(1)的差

分格式

Ui”1=e芦r[r(8埘研+l+e曲研一1)+(1—2r)Ui“]

(7)

通常，格式(7)可用图1表示。
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图1两层差分格式示意图

Fig．1 Two—level finite m舭唧∞technique

我们用Fourier方法分析该格式的稳定性，不

难求得，该格式的增长因子为

G=d印[r(e—曲em+e曲e—m)+(1—2r)]

显然，欲使IGI≤1，只要r≤i1。故差分格式

(7)稳定的条件为0<r≤÷。

差分格式(7)的修正等价偏微分方程为

OU批+k au积一d鲁一蟹(1_6rax 12 )雾一at ax
i 、

?a费

嘉(1_30r+120r2)雾+D(∽=o
(8)

由式(8)知：当r>o且r≠言时，该格式的截

断误差阶为O(h2)；当r=吉时，该格式的截断误
差阶为D(h4)，无数值扩散。

2．2一个六阶精度(3。3。3)差分格式

2．2．1(3，3，3)差分格式的建立

我们用待定系数法构造(4)的如下形式的三

层差分格式：

z慷巧“2：南∑‘口z巧+t“+1一
bly二l—eIK““卅)=0 (9)

其中lEQ{一Ⅳ，⋯，一l，0，I，⋯，N}，al，b。，

cj是r的函数。记A=∑(nf+cI)≠O。

对于(4)的充分光滑的解代入式(9)中，并将

v(xj+lh，t。+1)，l，(鼍+lh，t。)，t，(巧+lh，t。一1)，在

(髫f，t。)点用Taylor级数展开，且注意到t，：神=

矿t，!⋯。

秽+D。口+玎1 D：t，+⋯+ml__!D-．砂+⋯

t，(勺+lh，t。一丁)=

舢：t，+扣一．．+者跏”·
a∞

t，(≈+lh，t。)=

t，+喊+学”·+譬：～⋯
其中Dt=(绝丢+下去)，D2=(胁未一r告)。且
式(10)右端彭及其各阶导数均表示在(≈，t。)处

取值。

将式(10)代人式(9)，经整理后得

厶t，(≈，t。)=

石1；[(旷6z q)l，+胁(旷6t-cJ)t

+丁(口l+c。)移，。+笔喾(口l一6。一c。)疋]+

去毳k^“《神 (11)

其中

云m 2军(口j-6j q)萧+

‘薹1弘小，p+lCll]芒斋c 12)∑∑h+(一)]高‰(
口=l l 、”o 叫，；

注：[m／2]表示取m／2的整数部分。

在式(11)中．如使

fCo=∑(口l—bl—C1)=0
l

‘

k=∑(cll—bl—c1)z=0
I

‘

【云2=∑(唧一bl—C1)舟+r∑(口j+C1)=0
f ●： ●

(13)

则有

厶t，(巧^)=口：一dv：+去互cn挑，(14)
故有

吩“(t，)=Lht，(巧，t。)一勘(骛，t。)=

去荟云m^“《神 (15)

由上述讨论易得下列定理：

定理1差分算子厶与微分算子L相容的充

要条件为云o=O，亡1=0，云2=O。

定理2 如果横向对称节点系数对称，即q
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=n-l'bf=b_j’cf M．J'则有i2q+1=0，q 50，l，⋯。

为得到高精度差分格式，今取。一。=a。=c一-

=c1=r(1—607)，使％=孑2=云4=云6=0，解方程

组得

f口o=1207+120r2+28r-4-3

I bo=6(207+1)

1”60r2
Lc。=1207—1207+28r一3

将式(16)代入式(9)、(12)得

(1207+1207+28r+3)V，n+l+

r(1—607)(V fn一+ll+y fn++11)=

6(20r2+1)嵋+607(y二l+y二1)+

(120?一1207+28r一3)嵋一1+

r(1—60r2)(嘣+嘣)

0(A>0)的两个根位于单位圆内或圆上，且一个

根严格地在单位圆内的充要条件是：

，A—C>0 ，A—C>0

{A+B+C≥0或{A+B+C>0(21)
LA一曰+C>0 kA—B+C≥0

(16) 性。

(17)

(18)

一。iu(10?一÷r2一盘)^6[口黜+O(h8)
(19)

利用反变换V=e一‘“+黝U，得

(1207+1207+28r+3)e-l打研“+

r(1—607)e咿(∥叶U 1+ 唰)=．in+l e-at,
6(207+1)叼+607(e曲呼1+e-ah吩1)+
(1207—1207+28r一3)扩07．。+

r(1—60r2)尹(e矾啊+e-ahvujn．t．1I)(20)
当^川，r枷时，由式(19)知，式(20)是一

个六阶差分格式。

由于格式(20)包括如图2所示的九个节点，

故该格式又称为(3，3，3)格式。

U．：：：

U．：：：

图2三层差分格式示意图

Fig．2 Three—level finite difference technique

2．2．2稳定性分析

为证稳定性，先引进

引理【81 实系数二次方程Ax2+觑+C=

现用Fourier方法证明差分格式(20)的稳足

不难求得，增长矩阵为

G=【一y一一 c规，

其中

A=2407sin2譬+4rcos2譬+120r
B=2407sin2 io-h一2407—6

C：4r(1—60r2)sinz哮+120r2—30r+3
(23)

G的特征方程为AA2+BA+C=0，易得

4一c=480r3Sin2丁crh+8reos2丁crh+52r>o

4+B+C：2407sin2 ierh≥0

4一B+c=2407(1+COS2譬)+12>0
(24)

以上三个不等式对任意r>O均成立，故G的特征

值按模都小于或等于I，且有一个严格地小于I。

故差分格式(20)绝对稳定。

3数值试验

考虑定解问题

r塑+后Ou：d鸳 (o<省<1，0<t<r，d>o)
I Ot Ox Ox。

’

1 u(x，0)=o (0<菇<1)

Lu(O，￡)=0，ll(1，￡)=1(0<t<T)

(25)

其精确解是‘91

u㈠￡)：铬+
争．j土造‰ek(,,-1)／bsin(m仃髫)e-I(m)2d+k2／4d】t
乌(训2+(刍)2

‘

(26)

我们对此分别基于FI'CS格式和(3，3，3)差

分格式，取k=1．O，h=0．02，r=0．004，在d=1．0

和d=0．01两种情况下计算沁0．4时的数值结

r06lI

=

、，q

D+，L嘶碍

，L∑。
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果，其结果分别列在表1和表2中。

结果表明本文提出的(3，3，3)差分格式是求

表1 k=1．0 d=1．0下=0．004 h=0．02

t=0．4时的数值结果
Table l Numerical errors of two finite

di仃eFence schemes WIdle d=1．0

鹏)Y格FC式S缎麓3蒹差精确解J‘簟)
格式 绝对误差相对误差

精确解
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Three-—level Finite Difference Technique for the One·—-dimensional

Advection·—-diffusion Equation

HUANG Su．zhen

(Department of Fundamental Sciences，Yancheng Institute of Technology，Jiangsu Yancheng 22伽3，China)
}

Abstract：Various numerical techniques will be developed and compared for solving one—dimensional advection—diffusion equa-

tion with constant cecfl％ient．These techniques are based on the exponent transform．It allows direct and simple comparison of the

elTOlP8 associated with the equations as well as providing a iIieans to develop more accurate finite difference scheITle$．The new

method iS more accurate and is more efllcient than the conventional technique．The scheme is free of numerical diffusion．The l-e-

suhs of a numerical experiment are presented，and the accuracy is dicussed and compared．

Keywords：three—level finite difference technique；advection—diffusion equation；stability；numerical differentiation
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