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Cauchy—Schwarz不等式的推广及其在矩阵分析中的应用

陆 媛
(盐城工学院基础教学部，江苏盐城224051)

摘要：首先推广了Cauchy—Schwarz不等式，然后将推广了的Cauchy—Schwarz不等式应用到矩

阵分析中，得到了两个重要的结论。
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1引言与符号约定

Cauchy—Schwarz不等式是一个非常基本的

不等式，也是一个被经常使用的不等式，例如在矩

阵的特征值估计[1圳、在统计线性模型参数估计

以及证明内积性质和概率论的方差和协方差性质

时，都要用到Cauchy—Schwarz不等式。本文首

先给出Cauchy—Schwarz不等式的几个推广形

式，然后将推广了的Cauchy—Schwarz不等式应

用到矩阵分析中，得到了两个重要的结论。

本文用尺表示实数域，C表示复数域，尺和C

上／7,阶矩阵的全体分别记为彤“和C“4，A’=

A’表示A的共轭转置，用a和厶分别表示C上任

意n维四元数列向量和／7,阶单位矩阵，口表示口

的共轭复数，d’表示口的共轭转置向量。，l×，l

阶正定矩阵的全体记为C(，l，>)，n×／．g阶半正定

矩阵的全体记为C(t／,，≥)。

Cauchy—Schwarz不等式有3种基本形式：

①对于任意的复数序列茗，，茗：，⋯％E C和

，，I，儿⋯儿∈C，有
n —

n n

I(荟％)，t)12≤(荟。菇t
I 2)(荟l，，t I 2)

且p，令X=(茹I，髫2，⋯髫。)7 E C4。1，Y=(Y1，Y2⋯

)，。)1 EC“1，有

I X+y l 2≤I X’X I．1 l，’yI

②令A∈C(n，>)，x，YE c“1，有

I X’y 2≤X’AX．．Y’A一1 Y

③令A∈c(，l，≥)，X，YE C“1，于是
I X’AY I 2≤X‘AX．Y‘AY

由③可知，x，YE C“1为任意的一对列向量。

我们要讨论的是当x，YE C“1为一对正交向量时

的Cauchy—Schwarz不等式，它是Cauchy—

Schwarz不等式的一种推广。

2 Cauchy—Schwarz不等式的推广

定理1设A E C(n，>)，A的特征值为A。，

A2，⋯，A。，且A。≥A2≥⋯≥A。>0，那么对于任意

一对正交向量X，YE C“1，有

懈_yl 2≤(1一杀)F似．y．Ay
证明不失一般性，令0 x ll=II y 0=1，显

然只需要证明当正交向量对lI x II=0 y 0=l

时，定理1成立。令

B=(X，l，)‘A(X，l，)

那么，B是一个2×2的Hermite矩阵，令其特

征值为ul≥u2，由Poincare定理⋯，有

Al≥“1≥u2≥A。>0

所以B∈C(2，>)。同时

l一士X A黑X Y AY=●

●

●

4
X+AX．Y’AY—l X’AY I

2

(X’AX+y’AY)2一(X’AX—l，。AY)2—

4detB

(加)2一(X’AX—Y’AY)2
钆l心

(pl+弘2)2一(肛1+p2—2Y’AY)2
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而Y A面钱jY面AY≥’y(肛l+他一’ ) —Y AY等i／x丽≥+

1+伽)

Al(肛l+心)

所以揣≤-一鼎=
l—————』—一1

A-(击+壶)
又因为以石)=÷(菇>o)是单调递减函数，所以

墙％一南一毫

由(木)式，我们日】以得到Y’AX=X’Al，≤u，

将(幸)式带人定理1，有

l X’AY l 2≤

(1一杀)∥朋·x_一n(-y_x)
因为X+AY=Y’艇≤0，所以

∥Ay≥一(1一杀)F舣嘣．A。1x
将上式用于X’AY=0 X ll 4一(X。A—x)

(X’Ax)中，我们可得到

II x II 4≥杀(∥扩1酬X'AX)
即 皿铲X ≤赛0 Il

4

。2A，

3 推广的Cauchy—Schw嬲不等式的应用
这样’定理得证。

定理2设A∈C(，l，>)，A的特征值为Al，

A2，⋯，A。，且Al≥A2≥⋯≥A。>0，那么对于任意

非零向量X∈C“1，有

垡尘盟军盟≤孕
II五0’ ^n

证明令y=II X ll 2(A—x)一(X’A—x)x，

这样X’Y=0，同时

AY=0 x II 2X一(X’A-1X)AX

X‘AY=0 X II 4一(X’A-1X)(X’AX)

Y‘AY=一(X‘A。1X)(Y’AX) (幸)
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4结论

由Cauchy—Schwarz不等式的形式③：

IX’AYI 2≤X‘似·y‘Ay，我们可以得到

‘者筹％≤·X+AX·y+Ay。

由定理l可知黑≤卜杀≤lX‘AX·y’Ay’ 2Al

因此本文得到的结论较Cauchy—Schwarz不等式

精确，所得结果更强。
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The generalization of Cauchy——Schwarz inequality

and its application in matrix analysis

LU Yuan

(Department of Fundamental Sciences，Yancheng Institute of Technology，Jiangsu Yancheng 224051，China)

Abstract：The purpose of this paper is to discuss the Cauchy—Schwarz inequality
and its application．Firstly，WC present the

generalization of Cauchy—Schwarz inequality．Then
we sire several applications

of the generalization of Cauchy—Schwarz ine‘

quality
in matrix analysis．
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