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双环形氢原子势束缚态的精确解

柏于杰
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摘要：若氢原子势被一个双环形状的平方反比势环绕，即称为双环形氢原子势。采用解析方法

研究了双环形氢原子势束缚态的精确解，首先将双环形氢原子势的Schrfidinger方程在球坐标

系中进行分离变量，然后利用超几何方程和合流超几何方程求解角向方程和径向方程。给出了

精确的能谱方程，获得了用超几何函数表示的归一化的角向渡函数和用拉革尔多项式表示的归

一化径向波函数。
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量子力学中寻求束缚态的能量本征值及相

应的归一化波函数是一项基本任务。在物理学

中，球谐振子模型在非相对论量子力学中可以精

确求解，具有极其广泛的应用。然而在研究实际

问题中，由于球谐振子模型过于简化，不能用它来

很好的描述实际问题，因此人们提出了一些非球

谐振子模型，它们是在球谐振子势上附加其它形

式的势。若一个三维球谐振子被环状的平方反比

势环绕，便称为环形振子(Ring—Shaped Oscilla—

tor，简称aso)¨-2]，ILSO的势能函数表示为

y(r，口)=ar2+7—_L二西 (1)
Lrsln口，

若一个三维球谐振子被一个双环形状的平方

反比势环绕，即称为双环形振子(Double Ring—

Shaped Oscillator，简称DRSO)。1989年，M．V．

Carpio—Bemido等人采用柱坐标系下的费曼路径

积分的方法讨论了环形振子和双环形振子Ho。

在球坐标系下DRSO势能函数表示为

以删)训r2+南COS+南rsln(2)I r 伊J I 伊J

根据文献【1．3'4】，当口=0时，双环形振子势退

化为环型振子势；当卢=0，y=0时，双环形振子势

将退化为球谐振子势。环形势是重要的势函数，

能够用来描述环状分子的模型及变形核子之间的

相互作用，在量子化学及核物理研究中有重要的

应用。因而研究一些环形振子模型具有十分重要

的意义。最近，国内有许多物理工作者从各个方

面讨论了环形振子势量子力学问题【5qj，文献

[9]采用超对称性和形不变性方法对双环形氢原

子势(DRSH)(即在氢原子势外面再加上一个双

环形状的平方反比势)进行了研究。由于该模型

势是在讨论类似予苯环分子结构的基础上提出

的，在分子和原子物理中有着广泛的应用。本文

采用另一种方法——解析法来研究可以精确求解

的双环形氢原子势，并与文献[9]的研究结果进

行比较。

双环形氢原子势的表达式为

y(rs,0，9)：y(r)+掣+蒜(3)
， ～，s儿l口，

其中

以r)=一w／r，

y(口)=卢($ec口)2+y(C8C p)2，

V(9)=0 (4)

上式中为a，芦，y无量纲的系数。本文采用

变量分离的方法来讨论双环形氢原子势。首先是

在球坐标系中对DRSH势的Schrodinger方程进

行变量分离，得到角向方程和径向方程，其次通过

变量代换和函数代换，分别将角向方程和径向方

程转化为超几何方程和合流超几何方程，再利用

归一化公式和雅可比多项式的积分公式和拉革尔
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多项式的积分公式得到归一化常数，从而获得双

环形氢原子势的能谱和波函数。

1 球坐标系中变量分离DRSH的

Schr6dinger方程

DRSH势的Schr'ddinger方程为

一导v 2妒+VqS=Egt (5)

根据文献[10]，相应的波函数写为

妖r，0,tp)：业罢些K(妒)：
r 、f sin 0

掣r(o,tp) (6)

为了简便起见，取钆=Ji=1，那么在球坐标系下

Schradinger方程为

一【≯1万a(r=咿O)+而1历0(sin 8品)+
百』焉丢1缈：(E—y)9 (7)
r2(sin 0)2．，妒2 J

1一p 叫1 V 7

其中v=v(r，0，9)。

由文献[10]，方程(7)可以分离成K(9)，日

(p)和R(r)分别满足的微分方程

一警州班(妒)=m2K(妒)(8a)
一警Ⅲ㈤+(m2一了1)
(c8c口)2]H(O)=12H(0) (8b)

一生掣+[y(r)+坠掣]尺(r)：ER(r)
dr- r

(8c)

其中m和Z为本征值，日(0)和K(9)表示角

向波函数，R(r)表示径向波函数。对应于双环形

氢原子势，可以得到双环形氢原子势K(9)，日

(口)，R(，)分别满足的微分方程为

一哮掣：m：K(9) (9a)1 Z 、T， 、’ ，

一警山(se㈣2+(m2+7一
÷)(csc p)2]H(0)=12H(0) (9b)

一等+[一手+学Ⅲr)=ER(r)(9c)
对于(9a)式，利用归一化条件l K(‘D)K(9)d妒

=1和周期边界条件K(9)=K(9+2订)可得

K(9)=石1 e哪m=0，±1，±2⋯(10)

可以看出，此处角向的波函数与文献[9]的研究

相一致。下面两节着重讨论微分方程(9b)和

(9c)式的解。

2角向波函数

令卢=A(A—1)，A=1／2／l+4卢+1／2，m2+

y一1／4=B(B一1)，B=~／m2+y+1／2

则方程(9b)式转化为

一訾+[A(A_1)(sec∥+
B(B—I)(CSC日)2]H(0)=12H(0)(11)

令Y=(sin p)2和日()，)=广B(I一)，)彳A F(Y)代人

(1I)式得

r(1刊学+【(B+虿1)一y(A+B+1)】
警+扣叫圳2Ⅲ，，)=0(12)
方程(12)式是一个标准超几何方程‘¨1

=(1-z)詈“y一(a+JB+1)z1面du一啦=0
(13)

(13)式的解是

F(=)=F(a，芦，7，彳) (14)

所以方程(12)式的解是

F(，，)=，(口，卢，’，，，，) (15)

其中：a=一1／2(Z—A一曰)，卢=I,／2(f+A+B)，7

=B+1／2。

当Pl时，波函数有限，有
口=一x／2(1一A一日)=一s，

s=0，1，2⋯，Z=2s+A+B (16)

所以 F()，)=F(一s，A+口+s，B+1／2，)，)(17)

因此，角向波函数为

H(0)=帆(sin 0)詹(COS p)1

F(一s，A+曰+s，B+I／2，(sin p)2)(18)

其中帆为归一化常数。应用归一化条件

几器】2s啪虮l(19)
和利用雅可比多项式的积分公式¨l】

㈠玖。)职。)zh-1’(1一z)‘p吖’dZ=

业等黠r(譬p暑≠1垫(加)(y)。 +2，l+ )
、一。7

得归一化常数

Ⅳ2一 !皇±!丝!!丛垒±皇±垄±!!
1’厶一J’(层+1／2)s!J’(A+s+1／2)(A+口+s)．

(21)
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再利用伽马函数LllJ

(z)。=：(：+1)(：+2)⋯(z+n—1)

f(：+，1)=

(石+，l—1)(名+n一-2)⋯(：+1)盯(二)

(22)

由(21)和(22)式得归一化常数为

帆=启等品器晶盎∽，
到此，角向波函数就完全给出：

踟，=眉等等等晶盎
(sin 0)矗(C08 0)。F(一s，A+B+s，

B+1／2，(8iIl p)2) (24)

我们与文献[9]研究的角向波函数也进行了

比较，虽然表达形式不一样，但通过伽马函数变形

之后它们是完全一致的。

3径向波函数

根据文献[12]，当H∞，(9e)式的解为
尺(r)=Ce一届 (25)

当卜÷o，(9c)式的解为

尺(r)=gI“龙 (26)

令：s(r)=／+1尼e叩u(r)x=厂珂(27)
把(27)代人(9c)式，并作变量代换A=豺得

A砰d2u+甜2(z+虿1)一A卜

【(z+虿1)一差】Ⅱ=o (28)

方程(28)式是合流超几何方程‘n】

A橐+万du(7一A)．卢“：o (29)A砰+石(7一A)’卢“=0 (29)

方程(29)式的解为

Ⅱ(A)=F(卢，y，A)(30)

所以方程(28)式的解为

u(A)=F(2+丁1一菱，2z+l，A)(31)
当J)L-+∞时，波函数有限，有

z+虿1一夏ot=一珥 (32)

令：n=n，+1+1／2，，l=0，1，2⋯有关系

疋=五Ot，E=一寺 (33)

到此，我们给出了能谱方程。在文献[9]中，由于

他令Z’=Z一1／2，因此我们只要把Z=Z’+1／2带人

到上式就可以得到一致的结果。由文献[12]可

知，径向波函数为

R(r)=N“A“}e一}u(A)=

N村A1+1／2e一言F(一n，，2l+l，A) (34)

，利用径向波函数归一化条件和库末方程与拉革尔

多项式的关系‘¨】

上。(半)2r2dr=- (35)

F(一n,U+l，z)=j；手端￡：(二)
(36)

再由拉革尔递推关系和拉革尔多项式的积分公

式⋯

￡：(z)=￡：+1(：)一￡：：：(：) (37)．e。：。e一。L：(=)￡：(彳)出=!二￡兰挚IT, 。l：。e1E(=)鹾(彳)出=u旦=猢。
加 ：

(38)

得出径向波函数归一化常数为

儿=币b席等％箍㈣)
最终得到了双环形氢原子势的波函数为

州r，p，p)=

羔丝±丝蔓型±里±丛2二!二丝!! ×

~，乞缅兀A+s+t／2)F(a+l／2)s州，l+Z+L／2)
(sin 0)口(C08 p)4e蛳一“儿e枷彰，(r)

F(一s，A+曰+s，B+1／2，(sin护)2)(40)

4结语

综合上述，本文对双环形氢原子势的

Sehrodinger方程在球坐标系中进行了分离变量，

使之分离成径向和角向方程，然后分别解出径向

方程和角向的方程。根据上面的分析，得到了双

环形氢原子势的能量和用超几何函数和伽马函数

表示的归一化的角向波函数和用合流超几何函数

和拉革尔多项式表示的归一化的径向波函数。并

与文献[9]的研究进行了比较，发现两种方法研

究的结果是一致的。到此双环形氢原子势的束缚

态解已全部给出，这将有助讨论原子核结构等问

题，本文说明部分双环形势是可以精确求解的。
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Exact Bound State Solutions of the

Double Ring·--shaped Hydrogen Potential

BAI Yu-Jie

(Department of Foundamental Science Teaching，Yancheng Institute of Technology，Jiangsu Ytmeheng 224051，China)

Abstract：If the hydrogen potential is surrounded by double ring—shaped inversed square potential．it is defined鹪double ring—

shaped hydrogen potential．This paper deals witll the bound state exact solutions of double ring—shaped hydrogen potential with

interpreting method．First，the Schrfidinger equation of double ring—shaped hydrogen potential is solved in spherical pohr coot-

dinates by adopting the variable separation．Then the angular and radial functions are handled respectively by using the hyper ge—

ometrie equation and the confluent hyper geometric equation，therefore the exact energy 8ptectlalm is obtmned．The normalized an-

Sular wave functions expressed in terms of the standard hyper geometric function and the normalized mdial wave functions ex-

pressed by me碰ELS of the Lagum polynomials are presented．
Keywords：double ring—shaped hydrogen potential；sehrfidinger equation；bound state；exact solutions
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