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自共轭四元数矩阵的几个不等式

喻朝阳
(西昌学院工程技术系，四川西昌615013)

摘要：主要讨论了自共轭四元数矩阵的不等式问题，得到了四元数向量和四元数正定矩阵的

Schwartz型不等式，在此基础之上，给出了两个Rayleigh商乘积的上下界。
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四元数体是继复数域后又一新的数系，四元

数体是复数域的扩张。然而，由于四元数乘法的

不可交换性，造成了它与复数域上的代数理论既

有一定的联系，又有很大的差别，形成相对独立的

内容体系。近年来，四元数代数问题已经引起了

数学、物理学、计算机科学研究工作者的广泛兴

趣‘1—5I。

本文主要采用如下的记号：R和C分别代表

实数和复数集，用日表示实四元数集：

H={口=口o+oli+口√+a3k，oo，口l，口2，a3∈R}

对于a=a0+口1i+口2，+a3k∈H，a的共轭为石

=口‘=cLo—aIi一口2，一a3k，a的范数为Ⅳ(口)=

石焉=厄=(口：+口；+口；+n；)1,'2 o记口“和

矿州分别为／1,×／I,四元数矩阵和／I,维列向量的全

体，L表示四元数单位矩阵。对于任意的X E

口“，X7表示X的转置。如果X=(蜀，五⋯

X。)7，那么X=(五，置，⋯，以)7是X的共轭，X

的共轭转置表示为X+=(墨，恐，⋯，X。)。x的

范数被定义为Ⅳ(X)=~／x。X。对于任意的，l×，l

阶的四元数矩阵A=(口口)。。。(口F∈H)，A的共轭

转置为A‘=A1。

1定义和引理

我们首先回顾一下几个定义和引理。

定义1．1【11 设A∈F“，如果A’=A，则称

A为自共轭四元数矩阵。用H(／I,，木)表示自共轭

四元数矩阵的全体，日(n，≥)表示四元数半正定

矩阵的全体，H(n，≥)表示四元数正定矩阵的全

体。

定义1．2t11设A∈／-C“。如果A+A=AA’=

L，则称A为四元数酉矩阵，其全体记为日(，l，￡‘)。

定义1．3⋯ 设A=(al'a2，⋯，aI)E∥”，

u(a)={xI X=AT，T∈矿¨}，则称u(A)是A的

右列向量张成的子空间。

引理1．1Ⅲ 设A E H(n，木)，则A酉相似于

一个实对角矩阵，即存在U∈日(n，n)，使得

U’AU=diag(Al，A2，⋯，A。)

其中，AI，A2，⋯，A。∈R是A的特征值。

引理1．2【21 (广义的Schwartz不等式)对

于任意的四元数序列石l，菇2，⋯，茗。EH和Yl，Y2⋯

儿∈日，下面的不等式成立

Ⅳ2(∑戈。儿)≤(∑Ⅳ2(石t))(∑Ⅳ2(儿))

2主要结果

本文的主要目的在于得到四元数正定矩阵的

Schwartz型不等式，这是对文[2]引理2的推广。

定理2．1设A∈H(，l，>)，x，YE驴“，则

胪(X。Y)≤X。AX·y‘A_1l，

证明：因为A∈H(，l，>)，则A一彳存在。设形

=ATX，Z=A一丁y，由引理1．2有

Ⅳ2(∑xky。)≤(∑Ⅳ2(钆))(∑Ⅳ2(扎))

设X=(茗1，石2，⋯茗。)7 E／4"。1，Y=()，l，Y2，⋯儿)7

E／／"“，则
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Several inequalities of self·—-conjugate quaternion matrices
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Abstract：The inequalities of self—c优ljugate quatemion marx were discussed．The Schwartz type inequalities for quatemion

positive definite matrix and the vector of quatemion we陀presented．Basin8 on the inequality above．The upper bound and lower

bound for the product of two Rayleigh divisions wei'e obtained．
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