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矩阵实特征值的估计

陈湘赘
(盐城工学院基础教学部，江苏盐城224051)

摘要：给出了任意矩阵的实特征值的一个新的估计，以定理形式给出结论并予以证明。同时用

数值算例验证了所得结果的有效性。
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1 符号约定

文中用R表示实数域，C表示复数域，R和C

上rg阶矩阵的全体分别记为R““和C““，A‘=

A’表示A的共轭转置。ll A|I，表示矩阵A的F

一范数，即II A II，=(主_f耋ld，12){=“可丽。
rankA表示A的秩，以表示A的迹‘1-21。

n(U H II；一。‘m。‘a。x一，(II
B II，一II C II，)2)

所以

I trUl2一nh(H)≥0

引理得证。

定理2设王，=(三三)=c^，，。。。∈c“x^，若
h(H)>0，则H为非奇异矩阵。

证明：设日有5个非零特征值，则rankH≥s，

2主要结果
于是

对于任意复矩阵日=(三三)，其中A是目的
顺序主子阵，为了得到我们的结果，我们先定义

h(日)=ItrHl2一(／'it一1)

{11日U；一Ⅲm‘a川x(II B lI，一0 C II，)2)

定理t设日=(三三)=(^，)。。。E∥“，则
Itrill 2一nh(H)≥O

证明：由^(H)的定义，我们有

l trHl2一nh(日)=

(1一n)I td-／12+n(，l一1)‘

{II H II；一。‘m。《a。x一。(II
B II，一II C II，)2)=

@一1)t叭IIHII；一，器(11811，一IlCll，)2)一trHl2)
由Cauchy—Schwa=不等式和文献[1]定理

1。可得

1 t讲12=l主iffil A；i2≤凡主i=1}A。12≤

t川I：=l主A；12≤

s∑|Ai 12≤rankHE|Ai 12

所以由h(H)>o和Schur不等式，我们可得

砌姐≥嚣≥器>∑h 12
”““，

等舞煮群一tIlⅣ幡一，g一／t《n-，(1i b II，一II C II，)2
故H为非奇异矩阵。

定理3设日=(三三)=(|Il。)nxa ECn：”，若
h(H)>0，则H的实特征值A满足

————_兰垒竺兰=一≤A(日)≤，。—————’—’=。。。。。。———’’’’’一一⋯，一
trH 4-√(trH)‘一n^(月)

垒(丝2trH一狄面矛=丽
证明：令二次不等式
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以名)=h(H)x2—2(trH)x+n≤0

我们首先考虑不等式的解的情况，由h(H)

>0和定理l，可得上述不等式有实根。设A是

Ⅳ一的任一实特征值，则必定有

h(H)A2—2(trH)A+n≤0 (1)

所以，由(1)可得
’

堡堡二j厶血等2三地≤A(日一-)≤h (日) 、“”‘ 7、

tdl+~／(trH)2一，l，l(H)
Jjl(Ⅳ)

即

——害丝毫—一≤A(日)≤
trH+~／(trH)2一nh(日)

．垒i丝2trH一狄面酽=丽
否则假设(1)不成立，即

^(日)A2—2(trH)A+n>0

等价于

【I胡f2-O-1){lIHg-'罂一(忙¨一IICll，)2)】A2一l≤$匈-1

2(trH)A+n>0

即

(trH)2A2—2n(trH)A+，12一(，l—1)

[{II H II F2一。呶ma川x(忪|I，一0 C II，)2)A2+

，l一2(trH)A]>0 (2)

因为

tr(HH‘)=0日0；

所以(2)等价于

[(n月r)A一，1]2一(，l一1)tr[(AⅣ一t)(aH—D+]一

(，l一1)。‘m胁ax一。(忪|I，一0 c II，)2>0

参考文献：

即 [tr(A日一J『)]2一(n—1)0 AH一，0；一

(，z’-1)，《m。《a。x一，(II l；II，。。0
c II，)2>0

于是

h(AH一，)>0

由定理2知，AH一，是非奇异的，再由h(H)

>0，可知日也是非奇异的，因此A，一日’1是非奇

异的，即A不是日‘1的特征值，与条件矛盾，故(1)

成立。

3数值算例

例3．1设

日=

5 3

．．1 4

—1 压

1 一五

1一冱

0 1

4 1

0 3

易知日不是对称实方阵，所以文献[2]中的

估计不能用于此例，又因为

td-／=16，11日噼=87

，砒ma川x(忪||，一0 c㈦2=3
所以 7I(日)=256—3×84=4>0

于是可知满足定理3的条件，所以由定理3，

我们有日的实特征值满足

————=竺==≤A(日)≤
16+,／256—4×4

4

16一,／256—4×4

即0．1270≤A(日)≤7．8730

计算得H的实特征值为3．663 4和4．000 0，

可见我们的估计是有效的。
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Estimation for Real Eigenvalues of Matrices
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Abstract：A new estimation for real eigenvalues of matrices is obtmned The condusions眦given in the form of theorems and have

been tested．And the effectiveness of results is verifed by useng numerical example．
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