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P一超可解群的一些充分条件 
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(盐城工学院 基础教学部，江苏 盐城 224051) 

摘要：设 是群 G的非空子集，／l≤G，B≤G，若 ∈ 使得 AB =B A，则称A和 B在 G中 一 

可换；若V P∈Sylp(G)， ∈ ，使得A =P A，则称 在 G中 —S一可换。利用有限群 G的 

子群的 一可换及 —s一可换性刻画群 G的结构，得到群 G为P一超可解群的一些充分条件。 
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借助置换子群研究群的构造是群论研究者 

感兴趣的课题之一。1939年，0．Orë 证明了有 

限群的每个置换子群都是次正规的。1962年， 

It0 证明了对有限群 G的每个置换子群 ，H／H 

是幂零群。近年来，这方面的研究又有了新的成 

果。郭文彬等 、石磊等 分别在 2006年和 

2008年提出了 一可换子群与 X— 一可换子群 

的概念，并获得了一系列结果，其他的相关成果见 

文献[5，6]。本文将进一步利用子群的 一可换 

及 —s一可换性得到有限群为P一超可解群的一 

些充分条件。 

本文所有群皆为有限群，“P∈Sy (G)”表示 

P是 G的 Sylowp一子群；“A G”表示 A是 G的正 

规子群；“M<·G”表示 是 G的极大子群；“V” 

表示任意；“ ”表示存在。未交待的符号和术语 

可参见文献[7，8]。 

1 预备知识 

定义 1 设 是群 G的非空子集，A≤C，B≤ 

G。若 j ∈ 使得AB =B A，则称A和B在 G中 
一 可换。 

定义2 设 是群 G的非空子集， ≤G。若 

V T∈Sylp(G)，j ∈x，使得 日 =T H，则称 H 

在 G中 X—S一可换。 

定义 3 一个群 G称为P一可解的，如果它的 

每个非交换主因子 H／K是P 一群。 

定义 4 群 G称为P一超可解 的，如果它的每 

个非P一阶的主因子是p 群。 

定义5 群 G关于子群日的不同右陪集的个 

数称为子群 在群 G中的指数，记为I G：日I。 

引理 1 设 G是群，K G，A，B，X≤G，那 

么下列结论成立 ： 

(1)如果A和B在 G中 一可换，那么B和A 

在 G中也 一可换； 

(2)如果 A和 B在 G中 一可换，那么AK／K 

和BK／K在 G／K中XK／K一可换； 

(3)如果 K≤A，那么A／K和 BK／K在 C／K中 

XK／K一可换当且仅当 和B在 G中 一可换； 

(4)如果 A和 B在 G中 一可换且 ≤ ≤ 

G，那么A和B在 G中 一可换； 

(5)如果 和B在G中 一可换且 ≤ ( )， 

那么 和 B可换。 

引理 2[i0] 若 G是P一可解的外 P一超可解 

群，则 

(1)G=AⅣ，其中 为P一超可解极大子群，Ⅳ 

为 G的极小正规子群，Ⅳ初等交换，且lⅣl=p ， 

OL>1；A n』v=1，CG(Ⅳ)：N=F(G)。 

(2)0。(A)=1，当 A为幂零群时，N∈sylp 

( )。 

(3)以下 4者等价：i)G为P一幂零群；ii) 

G 为幂零群；iii) 为交换群；iv)A为循环群。 

引理 3[1 a 若 G有两子群 、K，使得 G= 

MK。贝0x寸任意 ，Y∈G，G=M 。 

引理4 G是群， ≠ G，K<1G，H≤G， 
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则 

(1)若 日在 G中X一5一可换，那么 HK／K在 

G／K中XK／K—s一可换； 

(2)若HK／K在 G／K中XK／K—s一可换且 K 

日，那么日在 G中X—s一可换； 

(3)设 ，HK／K在 G／K中X／K— 一可换 

且(1日I，I K1)=1。若 G可解或 G幂零，则 日在 

G中X—s一可换； 

(4)若 在 G中X— 一可换，则 n 在 G 

中X一5一可换。 

引理5【。 设 G为有限群，N<：IG， ≤G，若 Ⅳ 

(I-I)，则Ⅳ (G)。 

2 主要结果 

定理 1 设 G为P一可解群， ≤ ，且 包含 

C的极小子群和极大子群。如果 G的每个指数为 

P的幂的极大子群和 G的Sylowp一子群的极大子 

群在 G中 一可换，则 G为P一超可解群。 

证明：令 G是使命题不真的极小阶反例。 

设 1≠L· G，M／L<·G／L，IC．／L： ￡l=P ， 

贝0 M<·G，且I G： I=p 。令 P L∈Sy]p(G／L)， 

Pl／L<· ，其中 P ft．SyJp(G)，则 j P2<·P，使 

得 P： =P／L。由条件 和 P 在 G中 一可 

换，由引理 1知 M／L和P ／ 在 C,／L中XL／L一可 

换，即条件是商群闭的。 

因为G是P一可解外P～超可解群，由引理 2 

知，G：AN，I J7vI=P ， >1，A n N=1其中Ⅳ· 

G，N初等交换， 为P一超可解极大子群，从而 

为G的指数为P的幂的极大子群。 

若 N∈Sylp(G)，N1<·N。由条件，A和Ⅳl在 

G中 一可换，即 ∈X G，使得 D= = 

A。若 D：c，贝U南弓l理 3，G=AN ，l G：Al：IN1 I 

=J J7＼，I，与N，<·N矛盾。因此 D≠G。又A<·G， 

= A， C_A nN=1，故i f-iⅣ1 1，f NI= 

P，与 >1矛盾。因此N诺SCp(C)。 

令A E Sylp(A)，于是 P=NA ∈Sy (G)，则 

jPo<·P，使得 。由条件， Y∈X_CC，使 

得 D=A Po=PoA 。又 G=AⅣ，有 Y=nn，其中 a 

∈A，n ft．N，因此 D=P0 。又Po<IP，故 ： 
= 。 若D=G，则 P=PnPoA ：P0(PnA )= 

PoA：=Po，与Po<·P矛盾，故 D≠G。又A“<·G， 

所以P0A = ，PoC_A ，从而fG： I=IG： f=P 

= IⅣI，与 >l矛盾。 

因此 G为P一超可解群。 

定理 2 设 G为P一可解群，X<IG，若 G的每 

个 Sylowp一子群的极大子群在 G中 —s一可换， 

则G为P～超可解群。 

证明：令 G是使命题不真的极小阶反例。 

设 1≠ · G，XL／L G／L，G／L P一可解，PL／ 

L∈Sylp(C／L)，尸0／L<·P／ ，其中 P E Sylp(G)， 

则 P1<·P，使得 P ∥ =P／L。由条件 P1在 G 

中 —s一可换，由引理4知 P 在 G／L中XL／ 

L—s一可换，即条件是商群闭的。 

因为 G是P一可解外P一超可解群，由引理2 

知，C=AⅣ，IⅣl=P ， >1，A n N=l其中 Ⅳ· 

G，Ⅳ初等交换，A为P一超可解极大子群。 

则jP ESylp(G)，使得NC_P。由引理5，Nr2 

(P)。从而 P2<·P，使得 Ⅳ 尸2。Vq E霄 

(G)，q≠P，Q∈Sylq(c)，由条件 j E X，使得 

P2Q =Q P2，且 P ∈Sy (P2Q )，N n P2=N n 

P2Q P2Q 。又 Q C_N6(NnP2)，J7vnP2<IP，所 

以NAP2 c。而 Nff．P2，故ⅣnP2=1，IⅣJ=p， 

与 >1矛盾。 

因此 G为P一超可解群。 

定理3 设 C为P一可解群， qG，日 G，C．／ 

HP一超可解，且JV的每个 Sylowp一子群的极大子 

群在 G中X—s一可换，则 G为P一超可解群。 

证明：令 G是使命题不真的极小阶反例。 

设 1≠三·qC，XL／L C／L，HL／L G／L，(G／ 

￡)／(Hr／L)兰6r／(舰 )兰((1／ )／(￡ H／日)P一超 

可解。令 ￡∈syIP(~L／L)，Po／LⅣ·PL／L，其中 

P∈sy ( )，则 P <·P，使得 P1 =P0／L。 

由条件 P 在G中X—s一可换，由引理4知P ￡ 

在 G／L中XL／L—s一可换，即条件是商群闭的。 

因为 G是P一可解外P一超可解群，由引理2 

知，G：AN，fⅣI=P ， >1，A n N=1，其中Ⅳ·q 

G，N初等交换，A为P一超可解极大子群。 

贝0 jP∈Sylp(G)，使得N∈P。由引理5，J7v 

(P)。从而 jP2<·P，使得 Ⅳ P2。又 Ⅳ 日， 

P n 为的某个 Sylowp一子群的极大子群，由假 

设，V q∈叮r(G)，q≠p，Q∈Sylq(C)，由条件 j戈∈ 

，使得(尸2 n )Q =Q (P2 n )，且 P2 n H∈ 

Sylp(( n H)Q )，Ⅳn P2=Nn(尸 n )=Ⅳn 

(PznH)Q q(P2 nH)Q 。又 Q Nc(NnP2)， 

ⅣnP2 P，所以．7、『nP2 qG。而 』、『 P2，故 ⅣnP2 

=1，IⅣl_P，与 >1矛盾。 

因此 G为 P一超可解群。 
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Some Suffi cient Conditions of supersolvable Group 

ZHANG Xue—mei，JI Hong-lei，BIAN Xiao—xia 

(Department of Fundamental Sciences Teaching，Yaneheng Institute of Technology，Jiangsu Yaneheng 22405 1，China) 

Abstract：Let X be a nonempty subset ofa group G．Two subgroups A and B ofG are said to be X— perm utable in G ifthere ex- 

ists an element ∈X such that AB =B A．A subgroup A of G is said to be X一 一 perm utable in G ifthere exists all element 

∈． such that AP =P A．In this paper．X—permutable and —s— permutable conditions are used on s4bme subgroups of G to 

characterize the structure of G，and obtain some sufficient conditions for some finite group G to be P— supersolvable． 

Keywords：finite group；X—perm utable；X—s— permutable；p— supersolvable 
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