
第 23卷 第 3期 

2010年 09月 

盐城工学院学报(自然科学版) 

Journal of Yancheng Institute of Technology(Natural Science Edition) 

V01．23 No．3 

Sep．2010 

求解大型稀疏对称矩阵极端特征值的 

子空间加速的截断牛顿法 

钱小燕，刘 浩 
(南京工业大学 理学院，江苏 南京 210009) 

摘要：利用扩展子空间的方法，对求解大型稀疏对称矩阵极端特征值的截断牛顿法进行改进，提 

出了子空间加速的截断牛顿法。理论分析和数值结果均表明，新方法对计算对称矩阵的极端特 

征值是有效的。 
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对于实对称矩阵 而言，Rayleigh商函数的 

最小值和最大值分别是矩阵 A的最小特征值和 

最大特征值，因而求解大型对称矩阵极端特征值 

的问题，就转化成求解非线性 Rayleigh商函数的 

优化问题。目前，Newton类方法已成为求解对称 

矩阵极端特征值的最常用优化方法之一。 

Absil等人提出了用 truncated—CG法  ̈求 

解对称矩阵的极端特征值问题．该方法与 Jaeobi 

— Davidson法 、Traeemin法 有着密切的联 

系。它与DACG法 不同的是，truncated—CG是 

在信赖域内用线性共轭梯度法来近似最小化 

Rayleigh商的两次模型，而 DACG方是使用非线 

性共轭梯度法求解 Rayleigh商函数的最小值。 

不带位移的反迭代法一定收敛于最小的特征 

对，也就是该方法整体收敛，但是局部线性收敛。 

而 Rayleigh商迭代，它是局部两次收敛的，甚至对 

于对称矩阵它是局部 3次收敛的，但是不一定收 

敛于最小的特征对。基于上述两种方法的互补特 

性，本文提出了要求校正向量与当前近似迭代向 

量正交，保证 Rayleigh商函数的 Hessian矩阵在 

近似特征向量接近最小值点时是正定的，然后在 

此基础上，将外迭代的一维线搜索推广为多维子 

空间搜索，从而给出了子空间加速截断Newton法。 

1 求解特征值问题的截断Newton法 

设 A为 n阶实对称矩阵，对于任一非零向量 

，称 

)=x—'广Ax (1) 

为对应于向量 的 Rayleigh商。设矩阵A的／7,个 

特征值为 A ≤A2≤⋯≤A ，相应的特征向量为 

l，O2，⋯， 。若进一步A < 2和 <A ，则有 

对任一既不与 。也不与 共线的向量有 

丁

v
r

,Av~
<华 <丁t3nrAvn (2) 

从而求解矩阵A的最小特征值问题，就转化为求 

解最优化问题 

minf(x) (3) 

设P 为当前迭代向量 的校正向量，考虑函数 

在当前迭代点的校正 

+p ，= 乏二 P生k Xk c4， 女+ ) +p ) 
由于Rayleigh商函数 )的梯度为 

vf( )=÷ lAx-f( ) ] (5) 

Rayleigh商函数 )的Hessian矩阵为 
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V )=÷ [A一 )，]一 

[Axx + 一2f(x)xx ] (6) 

假设当前迭代向量 满足 Il II：=1，由最优化 

问题(式3)的一阶必要条件知，校正向量P 应满 

足 Newton方程 

[A—Ok，一2(x r T+r T)]P =一r̂ (7) 

其中0 = )， =Ax —Okx 。 

于是求解特征值问题的截断 Newton法的算 

法(求解矩阵A的最小特征值)： 

算法 1 截断 Newton法 

(1)选取初始单位向量； 

(2)对 =0，1⋯执行 

①计算 )=2[ -f( ) ]，检验 vf(x ) 

是否满足收敛性条件，若满足则停止，否则继续。 

②求解 Newton方程(式7) 

③计算 为{1， ，古，⋯_}中满足下式的最 
大者： 

／ + P )≤／< )+ c1[vf( )] p (8) 

④计鼽  

当迭代向量 接近 Rayleigh函数的极小值点，即 

矩阵A的最小特征值所对应的特征向量时，New— 

ton方程(式 7)接近奇异，坏条件的，收敛速度只 

是线性的。 

2 求解特征值问题的子空间加速的截断 

Newton法 

对于对称矩阵而言，Rayleigh商迭代的收敛 

速度可达到 3次，因此用 Rayleigh商迭代来加速 

收敛，但它不一定收敛于最小的特征对，为此将 

Rayleigh商迭代方法和最速下降方法结合起来， 

具体的过程如下： 

设对称矩阵A的初始近似特征对(0o， )，其 
r 

中0。=X丁0z~lX0
， II 。fI =1。 

X0X0 

一 方面，由于Rayleigh商函数 )在 处的 

梯度是 ro=(A一 ，) 。，最速下降方法是选取新 

的近似特征向量 ，使得 )是子空间 span{ 。， 

rn}上的最小值。很明显，这可以看作是在子空间 

K1=span{ o，r0}上运用 Rayleigh—Ritz投影方 

法。另一方面，由Rayleigh商迭代得到的近似特 

征向量是 =(A一 ，)～ 。，如果 Rayleigh商迭 

代是通过用迭代方法求解方程组(A一0o，) =‰ 

而得到的近似解，则 实际上来自于由A一 ，产 

生 的 Krylov子空间方法。 

综合考虑以上两个方面，Gloubr 等提出了用 

Krylov子空间投影方法的形式来求解极端特征值 

问题。其基本思想是将 Rayleigh—Ritz投影方法 

应用到带位移的矩阵A一 ，产生的特定的Krylov 

子空 间 Km=span{ 0，(A一 ，) 0，⋯，(A— 

OoI) 。}(其中m是某个固定正整数)上去，求出 

近似特征对。本文将上述基本思想运用到算法 1 

上，得到下面的子空间加速的截断 Newton法，具 

体算法如下： 

算法2 子空间加速的截断 Newton法 

(1)选取初始单位向量 和 自然数 m，m≥ 

1，计算 0o=x0rAx0。 

(2)对 后=0，1，⋯执行 

①计算 0 = T (II Il =1)，g(x )= 

2( 一 )，检验g( )是否满足收敛性条件， 

若满足则停止，否则继续。 

②求解(式 7)。 

③计算 为fl，{，击，⋯1中满足下式的最 L 二 J 
大者： 

／ + P )≤ )+ c1[vf( )]rp ； 

一

， + 
=  

+ A瓴+ 

④形成子空间 Km=span{五+。，( 一 + ，) 

氧+ 一，( 一 + ，) 磊+ }的规范正交基矩阵 z 

： (：o， 1，⋯，z ) 

⑤计算A =z：Az 的最小特征对(0⋯， )， 

． ． 一 ．

Z 
一  

+1一II z II 2。 

关于子空间加速的截断 Newton法的收敛性， 

有下列结果。 

定理 1 设 A 是对称矩阵A的最小特征值， 

(0 ， )是由算法2在第 步得到的近似特征对， 

则有 

A1≤0 ≤0 与 x1~(a—OkI)x =0 (9) 

证明：因算法 1中的第②步的方向P 是下降 

方向，从而第④步中的 + = + A玩+ 满足 O k+ 

≤ ，再由第⑤步知 0川 ≤O k，所以A1≤0川 ≤0 
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成立。而等式xr(A一0 I)x =0是显然成立的。 

定理2 假设对称正定矩阵A的rl,个特征值 

为A。≤A2≤⋯≤A ，相应的规范正交特征向量为 

， ：，⋯， ，( ， )是由算法2在第 k步得到的 

近似特征对，则 0 收敛于矩阵 的一个特征值 

A，而且 lI(A—M)x ff 。 

证明：由定理 l知，{Ok}是单调下降且有下界 

的序列，则序列{0 }收敛，记lira0 =A。因为{ } 

有界，所以存在收敛的子序列{ }，记 

limx = 

由式(9)可得： 

( —M)x= Tr：0 (10) 

其中，-=(A—AI)x 

现假设r≠0，记；=可舌 ， = 
可 。考虑矩阵A在span{ ，r}上得投影，定义 

A =[互，；] [互，；]，，2=[三， n ， ] 

由(10)知} ，r}是正交的，所以 

一 r 0 Fr 1 

‘ ；rr(A—A，2)；／ 

是不定的。若设A的最小特征值为A，则有 

A <A (11) 

另一方面，由于第 ．j}步得到的近似特征对为(0 ， 

)，再根据算法 2第②和③步的构造，以及设第 

③步得到 + =可 ÷ ，O k+ =《+ A氧+ ， 
我们有 O k+。< 。 

定义 五+ =(A一玩+ ，)磊+ ，并且记 = 

盟  
，三 ：甚 ，所以A k： ’ 一 '，／I — 

iI(A—O k+ ，) + 『I： 『I磊+ if z 

[二 ， ] [三 ， ]，，2=[ ， ] [三 ， ／- ]。设A 的 

最小特征值为 A 。显然当 一∞时， 一A，从 

而 A 一A。又因为 0⋯ 为矩阵4在子空间 

：span{ + ，(A一 + )五+ ，⋯，(A一0 k+。，) 

+ }上的最小特征值，所以Ok+ ≤A⋯ 。综上可得 

A=lim Ok+1≤lim A 】=A (12) 

显然(11)与(12)矛盾。所以r=(A—AI) =0这 

说明A是矩阵A的特征值。即 0 收敛于矩阵A 

的一个特征值 A，而且 l】(A—A1)x lI—’o。 

下面采用反证法证明 lI(A—AI) II— 。假 

设存在一个子序列 m 使得 Il(A—AI) 0≥c≥ 

0。对于子序列 m 而言，它有子序列 使得 。收 

敛。因此，根据上面的证明过程可得 Il(A—A，) 

fl 。这样就产生矛盾，所以 IJ( —a1)x }I 
—  

3 数值算例 

我们用Fortra77采用双精度编写计算程序并 

在 CPU2．0G，256NI内存的台式机上进行计算。 

算例中的初始向量都是随机产生的。为表述方 

便，用 ITN代表算法的迭代次数，CPU代表所需 

要的计算时间，单位为 S，用 TRNW 表示截断 Ne— 

won法，用SubNW表示子空间加速的截断 Newton 

法，m代表子空间加速截断Newton法中选定的自 

然数。 

例 1 矩阵A是 1 200阶的对称矩阵 

A = 

l 

O．5 

●

●  

0．5 

0．5 

O．5 

O．5 

O．5 1 000 

取精度 =1．0e一6。计算 A的最小特征值， 

其结果见表 1。 

表 1 例 1的计算结果表 

Table 1 Numerieal results of Problem 1 

例2 矩阵A是 1 000阶的对称矩阵 

A = 

4 一 l 

— l 4 

一 l 

0 

‘

．  
4 —1 

— 1 4 

取精度 s=1．0e一6，计算 A的最小特征值， 

其结果见表2。 
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表2 例 2的计算结果表 

Table 2 Numerical results of Problem 2 

例3 

O1，⋯ ，i+ 

取精度 8 

果见表 3。 

矩阵A是 1(DO阶的对角矩阵 diag(1． 

0．Ol，⋯，1 O00．01)( 1，⋯，1 000)， 
= 1．0e一6。计算 的最小特征值，其结 
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