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远端剪切作用下正交各向异性介质中

椭圆夹杂的弹性场分析

郭 磊
(盐城工学院基础教学部，江苏盐城224051)

摘要：求解一类正交各向异性介质中平面椭圆夹杂在远端作用与椭圆主轴呈任意角度均匀剪切

力情况下，内受非弹性特征应变引起的弹性场。采用各向异性平面问题的复变函数解法，结合

保角变换方法，将远端剪切作用转化为在基体内边界上的初始应变，根据最小应变能原理。获得

夹杂／基体系统弹性应力和应变场的封闭形式解析解。
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复合材料及其结构已在工程中得到广泛应

用，然而材料中存在的各种微结构会严重影响材

料的整体性能。确定关于这些微结构的弹性力学

场对于弄清材料的断裂损伤和疲劳失效行为具有

重要意义。人们对具有正交各向异性的材料与结

构已经进行了大量的研究，Eshelby采用特征应变

方法对单个椭圆(球)夹杂问题进行了开创性的

研究⋯，Mum的专著集中描述了该方法可以广泛

而有效地用于解决各种夹杂问题【2J。此外，基于

Lekhnitskii的经典工作一1和Stroh理论Hj J，更多

研究工作关注在各种外力作用下求解各向异性材

料的孔口问题。

对于包含异质体夹杂物的材料而言。当环境

温度发生变化时，夹杂与基体之间将产生相互作

用№’¨。由于在平面问题中椭圆可以较好模拟夹

杂形态，本文考虑远端存在剪切作用下，正交各向

异性介质中包含单个椭圆异质体夹杂受到非弹性

特征应变作用而产生的弹性场问题。采用各向异

性复变函数方法，结合保角变换，先将远端剪切作

用转化为在基体内边界上的初始应变，然后利用

4个表征平衡边界的待定参数分别表示夹杂和基

体各自的弹性应变能的表达式。根据最小应变能

原理，得到这些参数的解析表达式，从而得到应力

场和应变场的封闭形式解析解。通过检验椭圆边

界上的法向正应力和剪应力的连续条件来表明结

果的正确性。

1问题的描述

将考虑如图l所示的正交各向异性介质中包

含一个尺寸相对很小的椭圆异质体夹杂。在远离

夹杂的边缘部位上分布着密度为切应力，可以认

为是作用在无限原处，并且切应力的方向与椭圆

圈l 远端剪切作用下的椭圆夹杂变形示意图

Fig．1 Schematic of an elliptical inhomogeneity in

the matrix under shear
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夹杂的长主轴茗轴之间存在任意夹角妒。椭圆夹

杂沿坐标茗轴和Y轴的半轴长分别为口和6，半轴

比为R=b／a。

若基体内含的是椭圆空洞，根据Lekhnitskii

的理论，在无穷远处的外力作用，不会在椭圆孔内

边界上产生正应力和切应力，但会在基体中引起

“初始”位移

Ⅱ‘一占：茹+7：)，，口‘=F：)，+y：名 (1)

式中8：、占：、y：、y：为“初始”应变，以下与基体有

关的物理量加注上标“c”。

但是，基体内实际含的是异质夹杂体，同时夹

杂内还存在非弹性特征应变占：、占：、7：、机0。所以
基体——夹杂边界最终变形到由占。、占：、y卜7：所

表征的平衡边界，其对应的位移为

u=占l茗+71)，，口=占2)，+y2茗 (2)

在这过程中，由特征应变引起的基体位移为

M：=Dox+lly， tI：=Eoy+厶石 (3)

式中：

见=占l一芎：，‘=7．y：，

‰=占2—8；，，2=72—7：

问题即转化为利用已知的特征应变和远端

剪切应力来求解表征的平衡边界的正应变F，、占：

和切应变y。、讹，从而确定其对应的应力场。以

下仅对平面应变问题进行分析。

2初始应变的确定

由均匀切应力t引起的基体内的应力分量为：

盯：=一tsin 29，西=tsin 2妒，丁≥=tco$2妒 (4)

两个复势函数为‘引：

咖。(z。)：红型丛．士
pI一№ S1

咖：(：：)：一红2盟．士 (5)
pI一心 S2

其中：al=‘}(一asin 2妒+／beos 2妒)，

卢l=÷(asin 2妒+访c∞2妒)

对于理想各向异性材料，胁=a+筘帕=一理+

iB，(a>0，卢>0)是表征材料正交各向异性程度

的两个复参数。由两复函数咖。、咖：表示的面内应

力分量为‘3】

以(茹，y)=2Re[p：咖’，(：1)+正咖’2(乞)]
cry(x，)，)=2Re[咖’l(：1)+咖’2(乃)]

％(名，y)=-2Re[肛。咖’。(z。)+如咖’：(乏)] (6)

面内位移分量可表示为

u(石，)，)=21te[pl币l(：1)+p2币2(恐)]

秒(茗，y)=2Re[ql咖l(：1)+92咖2(乞)](7)

式中：

pl=Cll+lcl2a，

ql=C21a+lc22，

其中：

p2=cll一／e12a，

口2=一C21a+／e笠

c11=卢12+(口2一矿)卢ll，c12=鄹1l，

c2l瑙：+岛，c笠唰风一岛)
系数卢ll=口ll—a：3／a33，卢12=口12一a：3／a33，

JB66=2(卢Il一卢12)=2(口ll一口12)=口酯。其中，柔度

系数o。可用工程材料常数确定，即口。，=1／E。，

口33=1／E3，口12=一口l／El，口13=一t，3／E3，n“=1／c3，

口酾=2(nll—a12)=2(1+t，1)／El=1／C．1。

在平面问题复变函数解法中，椭圆孔边界上

有fl=f2=盯=e坩，且：l=名+p1)，，z2=戈+砌，，，代

人(6)式得

咖-(91)2麦(m·+in·)P蝴

咖：(=z)=一瓦t(m：+in：)e棚 (3)

其中：

，nI 2口cos 2妒一。蛆sin 2妒÷够cos 2妒

，ll=bsin 2妒+6ac∞2妒+叩sin 2妒

m2 2口cos 2妒+口asin 2妒+够cos 2妒

n2=bsin 2妒一6acos 2妒+邸sin 2妒

将(8)式代入(7)式并化简为(1)式的形式．

得初始应变为：

8：=t[一cll—c12(R+卢)]sin 2妒

占：=tie2l(1+邸)一c笠尺]c∞2妒

7：=虻_clt_c12(亩+卢)]c∞2妒

以=t[一C21(1+鲁)+c笠古]sin 2妒 (9)

3夹杂一基体系统的应变能

设椭圆夹杂受到非弹性均匀特征应变引起的

位移为

U0=占：石+y0。y， 口‘=占06y+70‘茗 (10)

若没有基体存在，则椭圆异质体可在特征应

变的作用下达到自由变形边界，如图2所示。但

是由于基体的存在并限制，椭圆最终也到达平衡

边界。则椭圆夹杂内的弹性应变为
O ．0 0 0

占l=占l一占口， sf=吼一F●
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y0。=7l+y2一记一识 (11)yw 2 7l+y2一y。一y6 L J

其中占：、占0p‰0为弹性应变，与夹杂有关的物
理量加注上标“0”。

自由变形边界 平衡边界

圈2特征应变作用下的椭圆夹杂变形示意图

ng．2 Sehemfie of an elllpfieal inh哪ogeneity
wim eige耻出洒

对于平面应变问题，夹杂内的弹性应变能为

孵2砑茗％丽[如("啪0 2一
Z∥D2(FI一占。0)(占2一占0·)+钟l(占2一占06)2]+

：}(7I+y2一托0一识)2 (12)二r【7I+y2一托一7i厂 【12)
P酯

对于基体内应变能，引入如下的保角变换

彳：∞(f)：掣+哔(13)
厶S ·

将椭圆夹杂外的平面区域变换成一个单位圆

面内的区域IfI<l，在单位圆边界上f=矿=e埘，

显然，矿的共轭复数盯=1／o-。复变量：=茹+∥经

过变换后得到其实部和虚部分别为茗=口c∞0，

y=一bsin 0。分别引入复函数A(矿)，8(矿)依次

作为函数咖。(：。)，咖：(92)的保角变换后的等价形

式，根据(7)式，得平衡边界的位移为

H(矿)=21te[plA(盯)+p2B(仃)]

口(盯)=2Re[qIA(盯)+92曰(仃)] (14)

利用Sehwam公式和Cauchy公式求出得到

A(矿)，B(矿)并代人(6)式可得基体内边界上的

应力分量矿、旷和‘的结果如下

{差)=南[霎；蚤羹；量萎；量
其中F(0)、Pi(0)、Q。(0)和l(

3，4)的表达式这里从略。

根据Clapeymn’s理论，基体的应变能为
2

％=等(m-t风Do+m12Do‰+
m笠Eo‰+m33IllI+m34‘，2+171,“，2，2)(16)

其中：

m。l=一卢(f+矿)p。1

m12=一R[卢12+(a2+矿)卢11]

％2一R2届811
％=一只冶(a2+矿)卢。。
mM=尺[卢。：+(f+矿)p。。]
m¨=一邸Il

4待定参数的确定

椭圆夹杂和基体系统总的应变能为两部分之

和，由(1Z)式和(16)式得

形(占l，F2，yl，讹)=阢+刀0 (17)

根据最小势能原理

业：业；业：丛：0 (18)
d占l d占2 d7l dy2

可以确定出4个平衡边界对直的应变占卜占2、

y卜7：的解析表达式如下

占t 2者(A118：+A·：或+At，8：+A-·占：)

占2=者(A：t占：+A笠占：+A∞F：+AM占：)

拍2袁(A3m0+A32钆0+A33优¨3．y：)

72=壶(A彬0。+A427：+A∞优+A“y：) (19)
其中：

％=(2『7III+R晦吃)(2m五+月盔瑶。)一(确2+R啕呒)2

鸩=(2m3，+是)(2m“+焘)一(m斟+乏)2
All=P,ag(2m笠卢乞+_I，112∥D2+R)

A12=Pug(一2m22卢02一m12硝I)
A13=4mIlm蕾一m212+RK(2mII钟l+mI胡D2)

A1．=脒(ml捌l+2m兹以)

A2l=RK(一2mll∥各一，7112卢乞)
A22=Rg(2mII肼l+，n12钟2+尺)

A∞=RK(m12以+2mIl熊)
AM=4mll，n笠一m22+Rg(2m22卢02+，n12∥D2)

A3l=丢}(2m“一，n34)
‰昂^厶b■，●●，●●●●‘●●●●●L，～l

、lllJ

=

口p矿

．I，L／L，L，、

只仇瓦

∞
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A匏=(2m,A-mu)

A剪“‰‰一2弘+是(2m的一M)
A”=露R(‰-2m．)

A·-=(2m33-m34)

A扩风(2m33-mu)

舻乏(‰-2m33)
A“=4m．33m,44一砖+是(2‰一m私)

在得出待定系数的过程中，我们没有使用应

力连续的边界条件，但是通过利用保角变换和

(15)式可进一步确定基体内边界上的应力分布。

特别地，在椭圆夹杂边界上，夹杂与基体的法向正

应力和切应力分别记为盯：、f0们盯：、r：：I，根据应力

转换关系

．． 一1+尺2+(1+R2)cos 20

傩砷2再ii：再万焉函

sin2驴=雨寺等酱而(20)
其中沙为边界曲线外法线与x轴的夹角。可

得夹杂与基体在边界上的法向正应力和切应力相

等，基体内边界应力的连续条件完全满足，表明了

结果的封闭性。表达式如下：

矿0。=以=矿。=矿l(0)(占：一占：)+盯2(0)(占：一

占：)+盯3(口)(识+7：一7：一7：)
r0肘=r：I=r舢=rI(0)(占：一占：)+r2(0)(占06一

占：)+T3(0)(讫0+稿一虻一y：) (21)
其中：

S(口)=1+萨+(一I+砰)COS 20

州牡焉{[麟+2眠触2+
矿)J COS2 0+[一臃+p12+局l(a2+矿)]sin2 0}

以牡蒜{科一以怕：幅。(a2+
矿)]cos2 0+(钟l+2R,ell／3)sin2 0}

啪，=篙eM器斧，0t F儿，“

r舢)=瑞‰／3(a2+矿)+
砒以+如一卢。：-,8。，(a2+矿)]}

枷)=瑞{一2砜卢+[一砘一群。+
卢。：+13。。(0+矿)]}

r，(p)=赢[一l+砰+(1+砰)cos 20]
以上结果均可简化为已知的经典结论。例如

对于各向同性材料，取a=0，届=l。当夹杂内受

均匀特征应变的作用．在平面应力情况下．式

(16)可化简为IV=畹+畹，其中畋、呒分别为
正应变和切应变表示的应变能，其表达式为：

峨=一立e[p。。占j+尺(岛+卢。。)8182+尺2p舻；]

畴=一孚[即。。yj—R(J3。：+pm”风y；]
(22)

式中，e=岳：+毕。。岛：一璃。，p。。=丁l--V2，
812--掣，E，t，分别为材料弹性模量和泊松
比。_LI百／结果即为经典结果‘91。此外对于各向

同性材料仅受外载作用的情形，式(9)可退化为

经典结果㈣。

6小结

本文给出了远端剪切作用下，一类正交各向

异性介质中平面椭圆夹杂受非弹性均匀特征应变

引起的应力场的封闭形式的解析解。通过检验边

界上法向正应力和切应力的连续条件表明了结果

的正确性，并且本文结果可退化到已有的经典结

果。本文的解可做为正交各向异性材料在特征应

变和外部均匀剪切共同作用下的材料疲劳失效与

断裂损伤的理论分析依据。

(下转第8页)
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Electronic and Magnetic Properties of

Semifluorinated Graphene Sheet

GAO Ben-lin91’。

，1．School of Mathematics and Physics，Huaiyin Institute of Technology，Jiangsu Huaian 223003，China；、

、2．Department of Physics，Nanjing Unlvemity，Jiangau Nanjlng 210093，China 7

Abstract：The electronic and magnetic properties of the semifluorlnated graphene sheet脯investigated by density functional theo-

ry．The resuhs show that semifluorination makes 8raphene sheet 8．8 aanfiferromagaetic semiconductor with an indirect band gap of

1．00 eV．Due to attractive interaction of fluorine atoms witIl fluorinated carbon atoms．the fluorinated carbon atoms and unfluori-

nated carbon atoms belong to two different planes and the distance between the planes is 0．286 A，the lengm of carbon—carbon

bond reaching 1．501 A．So。semithorination translates tlIe nonmagnetic material into antiferromagnetic semiconductor with band

gaP．And it indicates that it may have potential applications for future functional nsnedevices．

Keywords：density functional theory；semifluorination；an谶erromagnetic semiconductor

(责任编辑：张英健；校对：沈建新)
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Analysis of Elastic Fields in an Elliptic Inhomongeneity in Orthotropic

Media under Uniform Shear at Infinity

GUO Lei

(Department 0f basic Science，Yancheng Imtitute of Technology，Jiangsu Yaneheng 224051，China)

Abstract：This paper presents彻衄al扣cal solution for the elastic fields induced by lion—dastic elgenstmins in a plane ellip如al

inhomogeneity embedded in the orthotmpie matrix under shear at infinity and inclined at any angle．The conformal tmn．西ormation

and complex function method for w谳ropic elastic material懈used to transform the shear to the。initial strains”in the matrix
and to generate a dosed—form solution for the elastic strains／stress fields in the inhomogeneity and matrix in terms of the prind-

pie 0f the minimum potential energy．

Keywords：non‘。elastic eigenstmins；orthotropic；cenformal transformation；dliptie inhomongeneiy
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