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形式三角矩阵余代数的余根滤链
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摘要：定义了形式三角矩阵余代数。并讨论了这类余代数与余代数扩张的关系，以及和形式三角

矩阵代数的关系。然后讨论了余代数滤链与双余模的Loewy列的性质。给出了两个余代数张量

积的余根滤链和形式三角矩阵余代数的余根滤链。最后利用形式三角矩阵余代数的余根滤链

给出了关于双余模的Loewy列的一个刻画。
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设C为任意余代数，定义C的所有单子余代

数的和为C的余根，记为corad(C)。进一步令

C(o)=corad(C)，对n≥l，可归纳定义C(．)=Aq

(C(o)oC+CoC(。-1)，称{C(n)}为C的余根滤

链。给定一个余代数(Hopf代数)，其余代数结构

很大程度上取决于其余根滤链结构，因此通过余

根滤链研究余代数(Hopf代数)的结构被广泛使

用，许多特殊的余代数(Hopf代数)的余根滤链被

给出。文献[1]的例5．4．8讨论了(三角)矩阵余

代数的余根滤链，文献[2]给出了准上三角矩阵

余代数的余根滤链。形式三角矩阵环是一类非常

重要的环，被广泛研究。由于代数与余代数的对

偶关系，本文首先定义了形式三角矩阵余代数，推

广了文献[2]中准三角矩阵余代数的概念，并说

明了这是余代数扩张的一类特殊情况，并且这类

余代数的对偶就是形式三角矩阵代数。然后讨论

了余代数滤链与双余模的Loewy列的性质，在基

本域为代数闭域条件下，给出了两个余代数张量

积的余根滤链，推广了文献[1]中引理5．1．10的

结论。最后给出了形式三角矩阵余代数的余根滤

链，并由此给出了关于双余模的Loewy列的一个

刻画。设七为任意域，本文所讨论的余代数、余模

均为域后上的向量空间，张量积符号@。简记为

@。设(C，△，占)是余代数，(M，PⅣ)是右C一余

模。(N，PⅣ)是左C一余模，本文将采用Sweedler

符号，即记Ac=∑c(1)oc(2)，PⅣ(m)=∑m(o)0

m(”，PJv(几)=Y．n(一1)@厅(o)，c E C，m∈M，n∈N。

肼与J7＼『的余张量积肘口cN=l茗E MoNI(P脚@

id)(石)=(id@pⅣ)(茗)}。设肘。，。(I)表示由后上

全体n×171,矩阵构成的向量空间，若n=m，则简

记为J}If。(艮)，用‰表示肘。。。(七)中第(id)位置为

l，其余为0的矩阵，aEF表示第(f√)位置为口，其
余为0的矩阵。

1 形式三角矩阵余代数的定义
：

设A，B为任意环，膨为左B一右A一双模，定

义形式三角矩阵环为

T=(A肘：)={(二：)l口E A，6 E B，m E肘)
其加法和乘法运算类似于矩阵的加法和乘法，文

献[3]称这类环为二级三角矩阵环，并给出了n

级三角矩阵环的定义及相关性质。这里，若将

“环”改为“代数”，也有类似的定义。

一般地，若A是一个代数，则A的有限对偶

A。是一个余代数；反之，若C是一个余代数，则C

的对偶C’是一个代数。由于代数与余代数的对

偶关系，下面我们定义形式三角矩阵余代数。

定义1．1设C。D为任意余代数，肘为D—C一

双余模，令

r=(三三)={(：二乞)Ic E c，d E。，m E肘)
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定义T上明刀口珐力对应捌I司位置网兀系硼刀U，尔

乘法为

△(三三)=∑(c：’：)@(c苫’三)+
∑(：￡，蚓抄∑(：，扣
㈢o)+∑(三一。∞3)

余单位为占(三l 0d)=Fc(c)+8。(d)。由余代数
定义可直接验证(r，A，F)是一个余代数，称形如

r=(：三)的余代数为(二级)形式三角矩阵余

r(，1)=

若肘为D—C一双余模，则M‘为D’一C’一

双模，因此可以构造形式三角矩阵代数。

定理·．-作为代数，有r’一(三：；)。
证明直接验证。

余代数r也是文献[41中定义的余代数的扩

张的一种特殊情况。事实上，令P。(m)=∑(0，

m(-1))om(o)，P，(m)=∑m(o))o(m(1)，0)，则』If

是余代数CoD的一个双余模。容易验证有r一

(CoD)oM。

形式三角矩阵余代数的概念可以推广到Tt级

情形。

定义1．2 设C。，c2，⋯，C。为余代数，帜为

C；一Ci_l一双余模，f=2，3，⋯，厅。令

Cl D 0 ⋯0 0

Ml cl o⋯ o o

鸭口c，％ 鸭 C3
⋯ D D

坂一I口靠．：⋯口c2鸩 以一l口cI√一口c3坞
⋯ ⋯

C。一l D

坂口厶-I．”口c2鸩 M。口靠-I．一口c3坞
⋯ ⋯ 坂 C。

定义其加法为对应相同位置元素的相加，

设茹=

c1 0 0 ⋯0 0

m{21) c2 0⋯0 0

m531)@，7l{31’ m』32) c3⋯0 0

m：：∥’o⋯o硝”1J’m：：i1’2’O⋯o mrl’2’⋯⋯ c“0

m：村’@⋯@m：一’ m：脚@⋯O m；曲 ⋯⋯m：^’”1’ c．

定义余乘法为△茹2善Ec,(1)E“oc啦)E“+，磊‘．

毫吮o％，其中％=(m：订o⋯o耐。。耐曩to))
EF，乩=(m：刃@⋯om绺o m：2)玩，巩=

m：们(-I)也，％=耐露⋯岛，％=(一jf：o⋯@耐曩)
日，吩=(一D(。)劬撂@⋯@耐暑)岛J+1≤s≤i
—l，余单位为占(茗)=i荟Fq(Ci)，则r(n)成为余
代数，称为n级形式三角矩阵余代数。

另外r(n)也可看作二级形式三角矩阵余代

数。比如令C=C。，D=r(n—1)=

c2 0 ⋯0

坞 c3 ⋯0

以口cI．。⋯口c，坞坂口c．．．⋯口c．托⋯cI

M=

鸩

坞口白鸩

；

M．Dc．一。⋯口c2鸩

硝1’

mi2’O硝2’
；

m，"o⋯O硝””

∈r(n)，

，类似于T(n)中的余

=熏[(m：?。o⋯o掣)

El@一订En+⋯+啊rrt(+0IEi．i-l@(m：‘’@⋯o以订)

E．1．1+册rrt川(0(川Ed o(仉m⋯(O(o)m：i’o⋯o一订)
E订]，使M成为左D一余模，类似地，定义P，：肘一+

Moc，使J|I，成为右C一余模。则M自然地成为
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。一c一双余模，从而可构造余代数C『：)，且有

m)盘仨》
下面具体构造一个凡级形式三角矩阵余代数

例子。

例1．1 准下三角矩阵余代数。

设n=，ll+⋯+n，，nl，⋯，／1,．为正整数，Cl=

帆。(屉)，⋯，C。=Mn．(七)均为全矩阵余代数，构造
准下三角矩阵余代数

r M。。(后) O ⋯ O

l Mn2xa,I(J}) MJl2(矗) ⋯0

【．‰Ⅷ(后)帆地(詹)⋯‰(．|})

0 MmI x．62(后)

D D

坂。xI．(I|I)

％。～(后)

D 0 ⋯0

，它是由全

得到的商余代

数。另一方面，令眠。～．。(J})为c。一cH一双余

模，余模作用由Pt(‰)=互％oE呵，P，(‰)=
～．I

玉易@E呵给出，i=2，3，⋯，s。构造n级形式三

角矩阵余代数r(n)，容易验证作为C；一G一。一双

余模有帆；。～一。(后)口Q．。肘吣mH(J})口cj．：⋯口q
肼，。，．。(七)=ffiM～，～．。(七)，从而有

r(n)一

肘。。(后)0 ⋯0

％x^I(屉)肘屹(．j}) ⋯0

岷xll(矗)岷，心(七)⋯坂。(后)

2形式三角矩阵余代数的余根滤链

本节我们主要讨论余代数滤链与双余模的

Loewy列的性质，给出了两个余代数张量积的余

根滤链和r=(三：)的余根滤链，最后利用T的
余根滤链给出了关于双余模的Loewy列的一个刻

画。

设C为余代数，若{A㈨}是C的一族子空间

且满足A(．，￡A‘．+I)，c=u。)oA(。)，AA(。)∈。磊
A(i)oA(川)，则称{A(．)}是C的一个余代数滤链。

引理2．1 设C为余代数，{A㈨}是C的一

个余代数滤链，则A(o)2C(o)。若A(o)=C(o)，则

有A(。)∈C(。)，，l≥00

证明 第一部分结论参见文献[7，引理5．

3．4]。下证第二部分，假设已有A(i)∈C(I)，0≤f

≤，l—l，要证A(。)∈C(。)。因为C(。)=△“(C(o)
^

oc+coc(^-1))，而AA(。)￡暑A(．)oA(⋯)e

C(o)OC+CoC(。一I)，所以A(。)∈C(。)。证毕。

下面恒设基础域后为代数闭域。

引理2．2设c、D为余代数，令U(．)=．善c(‘)

oD《“)，，l≥0，则{￡，(。)}是一个余代数滤链。

证明由余代数滤链定义直接验证。

定理2．1 设C、D为任意余代数，则(Co

D)(n)2‘毛c(‘)oD(一-i)，，l≥o。

证明 令U(。)=暑c(‘)oD(川)，n≥o，先证

明(CoD)(o)=U(o)=C(o)OD(o)。由引理2．2知

{仉．)}是一个余代数滤链，由引理2．1知(Co

D)(o)∈C(o)0D(o)。另一方面，因为C(o)，D(o)是

单子余代数的直和，可设C(o)=o睨，D(o)=0

％，其中睨，％均是(有限维)单子余代数。考虑

对偶代数(睨o％)’一町o％。因为町，略
均是代数闭域后上的单代数，所以均是中心单代

数，由文献[5]推论3．6知(睨。屹)’也是中心

单代数，从而睨o％是单的余代数。所以C(。)o

D‘o)=Q睨o％是半单余代数，因此c‘o)oDeo)

∈(CoD)(o)。这就证明了(C@D)(o)=U(o)=

Cfo)OD(o)。下面用归纳法证明U(．)=(C@

D)(。)，n≥1。假设已经证明U(‘)=(COD)(‘)，O

≤i≤n—l，要证U(．)=(C@D)(．，。一方面，由于

{￡，(。)}是一个余代数滤链且U(o)=(CoD)(o)，由

引理2．1知U(．)∈(CoD)(。)。另一方面，若∑c‘

o吐E(coD)(．)，则∑cl(”@di(1)oci(2)o反(2)E

(CoD)(o)o(CoD)+(CoD)o(CoD)(I-1)=
^一1

暑[c(o)oD(o)oc@D+coDocU)ODe．-i-I)]，

考虑两端在谢080／do／d下的象，即∑ci(I)o
n—l

ci(2)o吐∈磊[c(o)@c@D+cocU)oDe-j-1)]。
^一I

若吐E D(o)，则∑ci(I)0cl(2)∈：苫[C(o)oC 4-c@

c(门，即C‘E c(。)；若d‘∈D(I)＼D(o)，则∑ci(I)@

cl(2)E磊[c(o)oc+c@c(，)]，即c‘E c(。-I)。一
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般地，若di∈D(。o—1)、D(。-j．2)，则ci E C(，+I)，从而
■

∑q∽Ei磊cU)oD(。一D=玑小所以(coD)(。)
∈U。)。这就证明了u(。)=(cOD)(．)。证毕。
引理2．3 设C为任意余代数，{A㈨}是C

的一个余代数滤链，则{A㈨}也是C的反余代数

C呷的一个余代数滤链。特别的，C和C即有相同

的余根滤链，即C(。)=(c呷)㈤，n>10。

引理2．4 设C、D为余代数，肘是七一向量

空间，则肘是C—D一双余模当且仅当肘是右

俨oD一余模当且仅当肘是左CoD唧一余模。
证明 若肼的左C一余模作用为P。，右D一

余模作用为PD，则可定义肘的右C呷OD一余模

作用为pc呷黜=(下oi,d)(PcO以)pD。反之，若M

的右C即oD一余模作用为Pc呷鲫，则可定义肘的

左C一余模作用为Pc=丁(记oido占D)pc即回D，右

D一余模作用为PD=(idoiaoec)pc嗡D'使肘成

为C—D一双余模。类似可证明左coD唧一余模

的情形。证毕。

对余模肘，可以定义肘的Loewy列如下：设

肘是任意左C一余模，余模作用为P村：肘叶COM，

定义$0C”1(肘)=面1(C(。)0肘)。记M(。)=

30C“1(肘)，可归纳证明M(。)=西‘(C(o)o肼+C
^

o』If(¨))，且可验证P(肘(帕)∈暑c(‘)0M(“)，，l

≥0。若肘是右C一余模，可类似进行定义。若

肘是c—D一双余模，则由引理2．5可将肘看作

左CoD呷一余模或右C即@D一余模来定义，由

引理2．4知这两种定义是一致的。滤链0∈$0C

(肘)∈⋯∈$0C“(肘)∈⋯称为左C一余模(右C一

余模，C—D一双余模)M的Loewy列。

眇Ⅲ凶占c 1，|：用仕／x Lm，上，谷勿越址伺二疗‘(一1)凶

m(。)∈j4_Z～o D∽O肘(a-j-1),用掘。占。。谢作用在

△(m)上，易证有∑m(。)@m(1)∈；砉肘(H)o
C(“)。因此知等式

△(：：I之)．∑(℃’弘(c孑’》

∑仨￡，蚓鼢
∑巴M11’o)+
∑(3■。∞吕)㈩

的右端中每一被加项均在i乩麓一o
(肘C。“(a-川i) 。。“，)中，从而{K。，}是一个余代数
滤链。再证‰叱，=∽：。，一．删。
由引理2·l知此时有t。，∈(q∞。。。，)，又因
cc卟。t∞余半单，所以(q们。。。，)余半单，从而c(o)’D(0)余半单，所以I⋯’ n l余半单，从而

曩。，=(q∞ 。。。，)=Vc0)o下面用归纳法证明
t。)=y(。)，，l≥1。假设对0≤i≤n一1已经证明

T(。)=Ki)'要证t。)=K．)。一方面，由于{_。)}

是一个余代数滤锛目II,．、=乃⋯Eb引理2．1知

定酗2‰=憾：。阳。，)’，I≥。，其‰吼朋一方面，若仨乞p有
中慨一”=O，{Mr．-"：，l≥1}是C—D一双余模肘
的Loewy列。

证明令‰=(甚，一胗。。首
先验证{K．)}是一个余代数滤链。任取

【m dJ∈K-)，则∑c(1)@(：)Ei毛c(订oc(·柚，∑
d(1)刚(2)Ej扣(i)触(“)，由定理2·3和引理2·4知

△(m)=∑m(。)om(一1)om(1)∈i毛肘(H)o(胪

@c)‘“)2i龋肘(川)oD∽@c(-一i啊。用r(讨

△(：：l乞)∈正。，。r+r@t．一"=

(c‘o)D(o))o(三。)+

(三。)@(恐‰，)
若记△(：：l od)的展开式(掌)式中右端四个连加
和分别为li、，2、，3、，4，则，l、，2、，3、厶线性无关，因

此均在(q们。。。，)。C，。)+(三。)。
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(釜：：：。。川，)中，从而有∑c㈩oc c：，E c c。，。
C+co cc¨)，∑d(1)@dc2)E D(。)GO+D o

‰)，因此有‰=瞄一，其中∥吼
任取(：：l之)∈l。，，则△(：：I：)∈。美r。。，。

‰，由砥，=馓。，一扣0，1，⋯"
·以，=瞄一黜

∑，，lo o ml E M(o)0 c(^-1)+

肘(1)o C(。-2)+⋯+M(。．2)o C(1)+M’0 c(o)

∑m—1 0 m0 E D(o)o M’+D(I)@

肼(。一2)+⋯+D(．-2)o肘(1)+Dc。一I)@肘(o)

由归纳假设可知

y m一。圆m0圆m，E(D“n圆M“n)国C，I-n+

(D(o)o M(1)+D(1)o M(o))o C(^-2)+⋯+
a-2

(∑D(i)@JIIf(。。．2))@c‘1)+D@(^．1)@M@c(o)
i；O

同时也Dw)o(Moc)+D(1，o(：善肘⋯H，o

C(‘))+⋯+D(。．2)o(M(1)oC(o)+M(o)oC(I))

+D(。一I)O(M(o)OC(o))，因此在它们的交集中，

又因为交集包含于，磊D(D 0肘Oc(州．1)，所以有

Zmo@m—10mI E，邑MoDU)0c(,,-j-D=肘O(D

oc)(。一1)，即m E M(。一1)。这就证明了t。)=

∞。，一。证毕。
下面我们考虑T的对偶代数。由定理1．2不

妨设r‘=(三：：)，则r‘的J∽。bson；恨Jac

∽)=(h警一Jac洲№1。设y是线性
空间，WC_V为子空间，定义形上={厂E y’叭形)

=O}。设J=Jac(T’)，由文献[1]命题5．2．9

知J=T、-Lo)，Tc。)=(厂+1’)上，，l≥0。因此有：

定理2．3 设l M(毗．》o}是D—C一双余模M

的Loewy列，则有

肘(．)-【∑Jac‘(D’)肘’Jac”‘(c’)】上，n≥0
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The Coradical Filtrations of the Formal Triangular Matrix Coalgebras
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Abstract：Fimtly，we introduce the concept of the formal trianguhr matrix coalgebras。discuss their connections with extensions of

coalgebrm and with the formal triangular matrix algebras．Then We discuss$ome properties of the coalgebra filtrations and the

Loewy series，determine the coradical filtrations of the tensor product of two coalgebras and the formal triangular matrix coalgsbres．

1astly．the Loewy series of bicomodules a弛described through the coradical filtrations of the formal triangular matrix coalgebms．
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