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第二大特征根不超过 1的 Cactus 
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摘要：图的第二大特征根与图的直径有着密切的联系，而图的直径对于网络研究有着非常重要 

的作用，因而研究图的第二大特征根有着很重要的实用价值。确定第二大特征根不超过 1的图 

是图谱中著名的未解决问题，近年来X-4f]得出了一系列关于第二大特征根不超过 l的特殊简单 

图的结论。任意两个圈至多有一个公共顶点的简单连通图称为 Cactus。运用找 出禁用子图的 

方法给出了第二大特征根不超过 1的所有 Cactus。 
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设 G=(V(G)，E(G))是 阶简单无向连通 

图，V(G)=( ， ，⋯， )为其顶点集，E(G)为其 

边集，A=(6／, )是一个 ×凡的(O，1)矩阵，其中口 

= 1当且仅当 与 邻接。P(G；A)=det(A，一 

A)称为 G的特征多项式，其特征根可排列为 A 

(G)≥A (G)≥⋯≥A (G)，称 A (G)为 G的第 

二大特征根。图的第二大特征根已被许多文献证 

明与图的直径有着密切的联系。为了使网络具有 

较高的效率，我们希望图的直径小，而连通度、可 

靠性大，因而研究图的第二大特征根具有很重要 

的价值。另一方面，由于任一图 G的第二大特征 

根 A (G)与其补图 G 的最小特征根 A (G )满 

足不等式 A (G)+A (G )≤一1，而任一图的的 

线图￡(G)的最小特征根均不小于 一2，因而国际 

著名的图谱专家 D．Cvetkovi6很自然地提出了“求 

出满足 A (G)≤1的所有图 G”这一问题 j̈。此 

后的20多年，经过许多人的努力，该问题的研究 

有所进展但尚未最终解决。1989年，洪渊给出了 

满足 A：<1的所有树 ；1998年，束金龙给出了 

满足 A =1的所有树 ；2004年，徐光辉给出了 

满足 A：(G)≤1的所有单圈图 J。2005年，郭曙 

光给出了满足 A (G)≤1的所有双圈图 ；2006 

年，徐光辉给出了第二大根小于 1的简单图 ； 

2008年，Zoran StaniC ~丛lzl出了第二大特征根不超过 

1的正则图和冠(corona) 7 J；2009年，Zoran Stani 

给出了第二大特征根小于 1的嵌套分割图(nes． 

ted split graph)Ls J；2010年，李书超给出了满足 A2 

(G)≤1的所有三圈图 J。 

任意两个圈至多有一个公共顶点的简单连通 

图称为 Cactus。边数等于顶点数减 1的简单连通 

图称为树，边数等于顶点数的简单连通图称为单 

圈图。所有的树和单圈图都是 Cactus。Cactus被 

许多学者研究过，例如[10，11]。本文主要研究 

Cactus的第二大特征根，运用找出禁用子图的方 

法给出了满足 A。(G)≤l的所有 Cactus。 

1 引理 

用 C 和P 分别表示 阶圈和路，K ． 表示 

n阶星图，用 G— 表示图 G删除点 以后得到的 

图， ∈V(G)。设 C 和 C 是两个没有公共点的 

圈，口。∈Cp， ∈C 。 和 之间用长为 f一1的路 

1)1 2⋯ 相连，其中Z≥1，Z=1表示 1和 f重合， 

称所得的图为。。一型图，简记为B(p，f，q)，如图 1 

所示。 

引理 1 12] 设 是图 G的顶点集的一个子 

集，l (G)I=n且l I=k，则 
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图 1 Btp，1，g) 

Fig．1 B(P，l，q) 

A (G)≥A (G— )≥A “(G)， 

(1≤i≤凡一k) 

引理2[4 设 n是 G的一个顶点，Ⅳ(u)是所 

有与 M相邻的顶点组成的集合，C( )是所有包含 

Ⅱ的圈组成的集合，则图 G的特征多项式满足 

P(G；A)：AP(G—u；A)一 

∑ P(G— 一 ；A)一2∑ P(G＼V(z)；A) 
E ( Z E 【HJ 

引理3 设 为树，则 

(1)A ( )<1当且仅 当 同构于 P 或 

l一 1或 S(1，rt一3)。 

(2)A：( )=1当且仅当 同构于 S(2，2)或 

日( ，Z)。 

其中S(n。，n )表示双星图，即在 P 的一端 

接出n 条悬挂边 ，另外一端接出 n 条悬挂边后 

所得到的图。图 H(n ，f)是在图 P 的中间顶点 

接出n，条悬挂边和 Z条长为 2的悬挂路所得的 

树，如图2所示。 

、_ _ 

s(／1l，n2) 

f 

H( ，2) 

图 2 S( l，rt2)．H(n3，1) 

Fig．2 S(nl。Jl2)。H(，l3，1) 

引理4 单圈图 G满足 A (G)≤1当且仅 

当图 G为 C6或者为 G (i=1，⋯，14)的单圈导出 

子图(图3)。 

G0 

图3 G (1≤ ≤14) 

Fig．3 Gi(1≤f≤14) 

引理5[5 图4所示的 3个图的第二大特征 

根大于 1。 

引理 6l-5 若图 G为 Cactus且 G恰含两个 

圈，则有 A (G)≥1，等号成立当且仅当图 G为图 

5所示，记为 C ，其中5I>0，t>10。 

记 C 
． 
为图6所示类型图。当 r=s=0时， 

t s 

GH 

(5≥1) 

C 
． 

为星图；当r=0，s=1时，C ，。为 ．s(1，n一3)； 

当r=0，s≥2时，C 
， 
为H(n3，1)。 

2 主要结果 

定 理 设 G为 Cactus，则 G满足入 (G)≤ 

1当且仅当图 G为图6所示 C ， (r≥0，sI>0，t≥ 
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< 
G1 

图4 G (15≤ ≤17) 

Fig．4 Gi(15≤f≤17) 

图 5 

Fig．5 

图 6 

Fig．6 

0)或 C 或 G (i=1，⋯，13)的连通导出子图。 

证 明 文献[7]指出，所有不超过5个顶 

点的图 G都满足 A (G)≤1。容易看出，不超过 5 

个顶点的 Cactus为 C 
．。或 Gi(i=1，⋯，13)的连 

通导出子图。 

下面假定图 G的阶数大于5，当 G为树时，根 

据引理3，A (G)≤1当且仅当图 G为 ．s(2，2)或 

C 
． 
(r=O，sI>0，t1>O)，而 S(2，2)可以看作是 G13 

的导出子图；当 G为单圈图时，根据引理 4，A 

(G)≤1当且仅当图G为 C ， (r=1，sI>0，t≥O) 

或 C 或 G (i=1，⋯，13)的连通导出子图。 

当 G含有圈的个数为 r(r≥2)时，证明步骤 

如下。 

首先 ，我们证明，若图 G满足A (G)≤1，则 

G的所有的圈必交于一点。假设 G中存在两个圈 

没有交于一点，则 G必有一个∞一型图B(P，z，g) 

作为其导出子图，其中 Z>1。由引理 1和引理 6 

知，A (G)≥A2(B(p，2，q))>1，矛盾。 

其次，我们证明，若图 G满足A (G)≤1，则这 

些交于一点的r个圈的圈长都只能是 3，ri>2。假 

设图G中存在一个圈，其圈长为P>3，则 G必有一 

个∞一型图 (P，1，g)作为其导出子图。由引理 1 

和引理6知，A2(G)>IA2(B(p，1，q))>1，矛盾。 

最后，我们证明，若图 G满足 A (G)≤1，则 

图G必为 C 其中s>10，t>10，ri>2。前面两步 

已经证明，满足 A (G)≤1的 Cactus的所有圈都 

交于一点且圈长都是 3，不妨把这个点记为 ，下 

面证明，图G只能是 上接出一些树所得到的图。 

事实上，如果这些树接在圈的其它任一顶点上，则 

图G必含有导出子图 G 根据引理 1和引理 5， 

A (G)>1，矛盾；其次，所接的树为长度不超过2 

的路 ，否则图 G必含有导出子图 G 或 G ，，根据 

引理 1和引理 5，A2(G)>1，矛盾。 

另一方面，对于 C ， (ri>2，sI>0，t≥O)，对顶 

点 口应用引理 2，有 

P(G；A)=A (A 一1) (A 一 

(1+t+s+2r)A 一2Ar+t) 

记 g(A)=A 一(1+t+s+2r)A 一2Ar+t， 

贝0g(O)=t1>O，g(1)=一s-4r~<O，g(一1)=一s， 

从而g(A)=0只有一个根大于1，因此 C ． (rl> 

3，sI>0，t≥O)的第二大特征根等于 1。 

综上所述，若 G为 Cactus，则 G满足A (G)≤ 

1当且仅当图G为图6所示 C ． (rI>0，sI>0，t≥ 

0)或 C6或 G ( 1，⋯，13)的连通导出子图。 

进一步地，我们可以得到如下结果： 

推论 1 设图 G为 n阶 Cactus，／1,≥10，则 A2 

(G)=1当且仅当 G为 C 其中 s+r≥2；A 

(G)<1当且 仅 当 G为 c0，。 3或 C0．0 或 

Cl
，
0，n一3。 

证 明 由于图 G为 Cactus，当 n≥10且 A2 

(G)=1时，根据定理7及其证明知，G为 C 其 

中2s+2r+tI>9。若 G为树，根据引理 3，sI>2；若 

G为单圈图，根据引理 4，r=1，s≥l；若 G为双圈 

图，根据引理 6，r=2，si>0；当 G包含圈的个数大 

于等于 3时，结论显然成立；另一方面，由计算知 

A2(C ． )=1(s+r>12)。 

而A：(G)<1当且仅当 G为 C 其中 s+r 

≤1。当s+r=1时，图 G为 C0．1． 一3或 C1．0． 一3；当 

s+r=0时，图 G为 c0．o． 一 。另一方面，根据引理 

3和文献[4]，A2(C0．1． 一3)<1，A2(c0．0． )<1， 

■ 
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A (CI．0一 )<1。从而推论成立。 

推论 2 设图 G为 n阶 Cactus，n≥10，则 A2 
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On Cactuses W hose Second Largest Eigenvalue Does Not Exceed 1 

ZHANG Rong 

(School of Mathematical Science，Yancheng Teachers University，Yancheng Jiangsu 224002，China) 

Abstract：The second largest eigenvalue of a graph is closely related to its diameter，and the diameter is very important for a net— 

work．Therefore．it is of great practical value to study the second largest eigenvalue of graphs．Determining all the graphs whose 

second largest eigenvalue does not exceed one is a well—known unsolved problem in spectra of graphs．In recent yeam，research— 

ers determined serious special simple graphs whose second largest eigenvalue does not exceed one．Th e connected simple graph G 

is a cactus if any two of its cvc1es have at most one common vertex．The cactuses whose second largest eigenv~ue dose not exceed 

one have been determined by forbidding subgraph． 

Keywords：cactus；eigenv~ue；induced subgraph 
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