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Banach空间中无穷时滞积分微分方程适度解的存在性 

练婷婷 
(盐城工学院 基础教学部，江苏 盐城 224051) 

摘要：利用相空间的方法，结合 Hausdorff非紧测度、强连续半群、不动点理论，研究相关半群在 

失去紧性的情况下，Banach空间中无穷时滞积分微分方程适度解的存在性，改进和推广了已有 

的结果。 
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时滞型方程的研究始于 2O世纪 7O年代， 

Travis和Webb最早在文献[1，2]中研究了一类 

时滞方程解的存在性和稳定性。由于时滞方程能 

够更真实的反映物理变化过程，近来受到了很多 

学者 的关注，取得很丰富的成果_3 J，本文利用 

Hausdorff非紧测度、解析半群和不动点理论研究 

半群{T(t)：tI>0}失去紧性的条件下，Banach空间 

中具有非局部条件的时滞型积分微分方程 

㈤ = 

Ax(f)+I K(t，s)f(s， )ds，t∈[0，b]；(1) 

0=咖∈B (2) 

适度解的存在性。其中A为解析半群{T(t)：t≥ 

0}的无穷小生成元，B为相空间 ：[0，b]XB— 

为适当函数， (0)：戈(t+0)，0∈(一。o，0]， ： 

[0，b]×[0，b] R 是给定函数，6为正常数。 

1 预备知识 

本文总假定空间 是一个 Banach空间，并赋 

予通常意义下的范数 ll·Il。C([0，6]， )表示 

定义在区间[口，b]上取值于 上的连续函数空 

间，按范数 I1 lI=sup{lI (s)II，s∈[口，b]}构 

成 Banach空间，A：D(A)c 是 上强连续算 

子半群 { ( )：tI>0}的无穷小生成元。可测函数 

：[口，b]一 称为是 Boehner可积的，当且仅当t 

-+ (t)Il是 Lebesgue可积的。记为己 ([n，6] 

X)={ ：[口，6]一 J 是 Bochner可积}，其范数 

定义为 lI II Ll=』：l1 (t)I1 d￡。】，(t)=d( ，G 

(t))=inf{I 一 I： ∈c(t)}，满足 Y∈L ([0， 

b]，R)。 

在无穷时滞微分方程理论中，相空间的选择 

起着重要作用。我们采用 HALE和 KATOl4 公理 

化方法引入相空间的定义，相关术语参见文献 

[7]。 

公理1 相空间 是由(一∞，0]到 的一 

些函数构成的集合 ，赋予半范数 lI·lIB，满足下 

列公理：若 ：(一∞， +6)_÷ ，b>0使得 ∈ 

B． l[⋯+6]连续，则Vt∈[ ， +6]，且下列条件 

成立：(1) ∈B；(2)ll (￡)II≤日I} (t)ll B；(3) 

lI ll≤ (t一 )sup{l1 (s)lJ： ≤s≤￡+M(t一 

)l1 II B。这里 H>0为常数， ：(0，+。。)一 

[0，+∞)连续， ：[0，+∞)一[0，+∞)局部有 

界，Ⅳ， ， ，M 与 (·)无关。这样 的函数 

(·)，映射t叫  ∈B在[ ， +6]连续。 

定义 1 设 y是实 Banach空间， 是 y中任 

一 有界子集，令 y(B)=inf{，>0； 在 y中能被 

有限个半径不大于r的球所覆盖}，则称 ( )为 

在 】，中的 Hausdorff非紧测度。 

引理 l-o 设 y，z是实 Banach空间，B，C是 

1，中有界集，则有下列性质： 

(1)B是相对紧的 (B)=0； 

(2)xr(B)= (B)= (convB)，其中 和 

convB分别是闭包和凸包； 

(3)若 C y(B)≤ r(C)； 
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(4 y( +C)≤ y(B)+ y(c)，其中 +C 

= { +Y； ∈B， ∈C}； 

(5 y( uC)~<max{ y( ) y(c)}； 

(6)xy(AB)=fA I y( )，其中 A E R，AB= 

{A ： ∈B}； 

(7)若映射 Q：D(Q) y z是Lipschitz连续 

的，且 Lipschitz常数为 ，则对任意有界集 B |D 

(Q)，有 (Q )≤kxy(B)； 

(8 y( )=inf{dr(B，c)；C Y相对紧}= 

inf{d (B，c)；CC_Y为有限值}，其中dy(B，c)是 

B，C在 y中的Hausdorff度量距离； 

(9)若{ } ：。是 y中一个非空有界闭子集 

的递减序列，且满足 lim一。 ( )=0，则 n +Qo 

是 y中非空紧集。 

定义 2 设 l，是实 Banach空间，厂： 】，连 

续有界，若存在正常数 后<1，使得对任意的有界 

集 C_C 都满足 (F(C))≤ (C)则称，是 

上严格集压缩映象。 

引理2 是 Banach空问中一个非空闭凸 

子集，，： 是一个上半连续紧映射 ，且任意 

∈ ，Fx是 中非空闭凸子集。则 厂有不动点。 

本文记 为 中Hausdorff的非紧测度 。为 

c([0，b]； )中Hausdorff非紧测度。 

引理3 若 c([口，b]，X)有界，则对任意 

t∈[日，b]，有 (IF(t))≤ ( )，其中 (t)={ 

(￡)； EIV}C_X，若 在[口，b]上是等度连续，则 

( (t))在[口，b]上连续，且 ( )=sup{ (IV 

(t))，t E[口，b]}。 

引理4 若{u }： cL (口，b； )是一致可积 

的，则 ({Ⅱ }： 。)是可测的，且 
t ，t 

({f (s)ds )≤2f ({ (s) )ds 
J口 n 

(3) 

引理 5 若 Igc_C([n，b]， )有界且等度连 

续，则 ( (s))连续，且 
‘ ‘ 

(f v／(s)ds)≤f (w(s))ds，(Vt∈[口，b]) 
Ⅱ n 

(4) 
，I ，t 

其中J (s)ds={J (s)ds： E } 
Jd Ja 

定义3 (n，b； )中的可数集{ } ，若对 

几乎所有的 t∈[o，b]，满足下面两个条件， 

{ } 称为是半紧的：(1)序列{ (t)} 在 中 

紧；(2)存在函数 ∈L (0，b；R )，使得 sup 

『J (t)lJ≤ (t)。 

定义 4 x是 Banach空间，Mc ，若对于 M 

中的任意序列 { } ，都存在子列{ }及 ∈ 

，使得 0。 

引理 6 L (a，b； )中每个半紧集都是弱紧 

的。 

定义5 若对任意有界集 BCX，t>0，t一 { 

(￡) ： E B}都等度连续，则称半群 (t)等度连 

续。 

引理7 若半群 (t)等度连续， ∈L(口，6； 

R )，则对任意t∈[0，6]集合 {』 T(t—s)Ⅱ(s) 

， Il (s)lI≤J，7( )，o ∈[0，b]}等度连续。 

定义6 如果 ∈c([一g，b]， )满足 

(t)= 

rqb(t)，t∈[一g，0] 

)+ ⋯ ) 洮  [o，6] 

(5) 

则称 是方程(1)一(2)的适度解。 

2 主要结果 

这个部分利用 Hausdoff非紧测度的方法给出 

非局部问题(1)～(2)适度解的存在性。首先给 

出下列假设： 

(HA)：A是强连续半群 (t)(tI>0)的无穷小 

生成元， (￡)等度连续，且存在 M(M>1)，使得： 

lJ (￡)Il≤ ； 

( ：[0，b]XB— ，(￡， )— t， )满足： 

(1)对任意 EB关于t可测；对几乎所有的t 

E[0，b]，关于M上半连续； 

(2)存在函数h：[0，b]XR 一 使得h(·， 

s)E：(0，b；R )(V s≥0)；̂(t，·)对几乎所有的 

t∈[0，b]连续且递增；对几乎所有的 t∈[0，b]， 

Vu∈B有 IIf(t， )lI：=sup{⋯ ： = t，u)}≤ 

h(t，I l[- ，o】)；任意正常数K ， 标量方程 
． I 

m(￡)= + f (s，m(s))ds (f∈[0，6]) 
J0 

(6) 

至少有一个解。 

(3)对几乎所有的t∈[0，b]，VncB，Q有 

界，且存在田∈L(o，b；R )使得 

( t，Q))≤’7(t)X(a(0))，n．e．t∈[0，6] 

(7) 

其中Q(O)={M(O)：／2,∈Q} 

万方数据



盐城工学院学报(自然科学版) 第 24卷 

(1tK)(1)：Vt∈[0，b]，K(t，·)在[0，t]上可测， 

且 K(t)=esssup{IK(t，s)l：0≤s≤t}在[0，6]上 

有界。 

(2)：映射 一K：[0，6]_+L(O，6；R)， (s)= 

(t，s)连续。 

下面记“一”为强收敛，“ ”为弱收敛 ，conv 

为凸包 ，conv为凸闭包。 

定理 1 若假设(HA)，( ，( )都满足， 

则任意 ∈B，方程(1)一(2)至少有一个适度解。 

证明：设K=sup0《 IK(t)I；m：[一g，6] 

满足 

m(t)= 

r Il咖lI[ o] t∈[_q,O] 

? 【 ll[． 
，0]+6 【 (5，m(s)) ￡∈[0，6] 

(8) 

定义函数，：c([一q，b]； ) c([一q，b]； )满 

足Vx∈C([一q，b]； )有 

Fx(t)= 

r币(￡)，t∈[一q，0] 
j 。 【 (
￡)+f (￡一s)I K(s，r) r，戈 )drds，￡∈[O,b] 

记 r0=i ∈C([一q，b]； )：sup一 ， IJ (s)JI 

≤m(t)，Vt∈[一q，b]}则 mo c C([一q，6]； ) 

且 是有界凸的。定义 =eonvFV／o，则 c 

c([一q，b]；X)是凸闭的，且 Vx∈C([一口，b]； 

)，对任意 t∈[一q，0]，lI n (t)l1=II咖(t) 

lI r 0]≤ ll咖II[ 0]≤ lI咖I1[-口，o]；对任意 t∈ 

[一q，0]，lI rx(t)II≤M ll I1[ o】+MⅢ I 

(s，r)I (r，m(r))drds≤ IJ ll[ o]+Mgf of h 

(r，m(r))drds≤M l1币ll[ 0】+bmcl oh(r，／7／, 

(，))ds； 

所以t∈[一q，0]时，sup一 lI Fx(s)ll≤m 

(t)； 

t∈[0，b]时，sup一 Il n (s)lI≤M l1咖 

lI r．q．0]+bMKsup一 ≤ 』 h(r，m(r))dr≤M Il 

ll【 o]+bMKI h(r，m(r))ds=In,(t)。 

由上可知， c ， 有界。由{T(t)：t≥ 

0}的等度连续性及引理7可得， 在[0，6]上等 

度连续。定义 +。=eonvFtV．(n=1，2，⋯)，由 

上述证明过程可知：{ }：，=，是递减序列，在[一 

q，b]上等度连续，且{ } ： 是c([一q,b]； )中 

的非空有界闭凸集。对任意n≥1，当t∈[一q，0] 

时 ( (t))=0；当t E[0，6]时， (t)和 厂 

(t)均为 上有界子集。所以任意 s>0，存在序 

列 f c 使得 ( + (t))= (Jr1 (t))≤ 

2 ({Fx (t)} 。)+ ≤Z (』 T(t—s)』 K(s，r)f 

(r， ，)drds)+ 

由引理 l、4、5及(聊 (3)知： 

( +1(t))= (F (t))≤ 
， t ，l 

2 f (f (s，r)厂(r， )dr)出+占≤ 
0U 0U 

I ，l 

4 f f l (s，r)‘ ( s， ，))drds+8≤ 
U ·|u 

， I ，$ 

4 f f r， ))drds+占≤ 
U U 

^ ‘ 

4 I ( s， 。))d + ≤ 
U 

， I 

4J7I 6 J'7(s ( (0))ds+ ≤ 
U 

， l 

4̂f|K6 J'7(s ( ，(0))ds+ ≤ 
U 

I 

4 J (s) ( (s))ds+ 
U 

其中Q={ } c ，由 的任意性可知： 
，t 

( + (t))≤46 J ( (s)) (9) 

定义函数g ：[一口，6]一[O，+∞]，满足g (t)= 

( ( ))， 

由上可知：当t∈[一g，O]时 ( (t))=O。 

由(11)知：当t∈[0，b]时， 

g州(t)= ( +1(t))= 
t 

4MKb~(J n(s)g (s) ) (10) 

任意t E[一q，6]，令g(t)=lim一 g (t)，因为 

单调递减，所以g(t)存在，且当t E[一g，O]时g 

(t)=0，在(10)式中令 n ∞得： 
^ t 

g(t)≤46 J叼(s)g(s)ds，t∈[0，b] 
a0 

(11) 

从而g(￡)=0，．·。Vt∈[一g，b]有 g( )：0，由弓l 

理 3得 lim一 c( )=O。 

由引理 1知： =n c C([一q，b]； ) 

是非空紧凸集且 ， c 。则 厂： 紧。 

任意 ∈ ，显然 ∈ 非空。易证 E 

是闭凸的。从而可得 厂是上半连续的。由引理 

2，Jr’在 中至少存在一个不动点，其为方程(1) 
～ (2)的适度解。 
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Existence of Solutions to Delay Integrodifferential 

Inclusions in Banach Spaces 

LIAN Ting—ting 

(Department of Fundamental Sciences，Yancheng Institute of Technology，Yancheng Jiangsu 224051，China) 

Abstract：In this paper，we study the existence of mild solutions of integrodifferential inclusions with delay in Banach spaces
． 

When semigroup is no need tO be compact by using the phase space method
，the Hausdoff’s measure of noncompactness and fixed 

point theorem．The results We obtained ar℃a generalization an d continuation of the recent results on this issue
．  

Keywords：Hausdorff meBsui~of noncompaetness；phase space；integrodifferential equations—semigroup；mild solution 
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