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四元数体上矩阵广义特征值的性质 
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摘要：四元数矩阵特征值研究无论在理论上还是在应用上都有极其重要的意义，它是四元数体 

上矩阵理论的重要内容。就四元数矩阵广义特征值的性质进行研究，有些结论是实(复)数域 

上广义特征值理论的推广和延伸。 
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1 引言与符号约定 

四元数矩阵特征值研究无论在理论上还是在 

应用上都有极其重要的意义，它是四元数矩阵理 

论的重要内容。随着现代科学技术的发展，微分 

方程定性理论、数学物理方程、统计分析和自动控 

制等方面的许多问题归结为广义特征值问题的研 

究，而目前关于广义特征值的文献也仅仅限于实 

(复)数域，而对于四元数体上矩阵广义特征值还 

少有文献研究。本文就四元数矩阵广义特征值的 

性质进行研究，有些结论是实(复)数域上广义特 

征值理论的推广延伸。 

文中，用 R表示实数域，用 Q表示实四元数 

体，用 Q “表示 m×n阶四元数矩阵的全体，用 

Q 表示实四元数体上11,阶矩阵的集合，用 Q 表 

示四元数体上n维右列空间，用 A =A 表示矩阵 

A的共轭转置。 

应于广义左特征值 A的广义左特征向量。 

四元数矩阵特征值问题是当矩阵束取作(A， 

，)时广义特征值问题的一个特例。四元数矩阵束 

( ， )的广义右特征值不一定是广义左特征值； 

反之，广义左特征值也不一定为广义右特征值。 

定义2 若矩阵A为Q “上的四元数自共轭 

矩阵，且矩阵 为四元数自共轭正定矩阵，称(A， 

B)为四元数正则矩阵束。 

定义3 设(A，B)为四元数正则矩阵束，0≠ 

∈Q 为维列向量，称实数 

)= 

为四元数矩阵正则矩阵束(A，B)的广义瑞利商。 

引理 1 设矩阵A为 Q 上的自共轭矩阵， 

且矩阵 为四元数 自共轭正定矩阵，则有可逆矩 

阵P∈Q ，使得 

2 基本概念 P = 

定义1 设矩阵A，B∈P ，将它们组成的矩 

阵束记作(A， )。如果存在四元数0≠A∈Q与n 

维非零列向量 ，使得Act=Both，称A是矩阵A相 

对于矩阵B的一个广义右特征值， 为矩阵A与 

矩阵 的对应于广义右特征值 A的广义右特征 

向量；如果存在四元数 O≠A E Q与 n维非零列向 

量ol，使得Aa=ABet，称A是矩阵A相对于矩阵B 

的一个广义左特征值，OL为矩阵A与矩阵B的对 

，
A￡∈R，i= 1，2，⋯ ， 

P BP = l j 

证明：由矩阵 B是四元数 自共轭正定矩阵， 

则存在可逆矩阵Po E Q 使得 BP。=， ，又因 

为 A为四元数 自共轭矩阵知，Po APo仍为四元数 

自共轭矩阵，于是存在酉矩阵 U∈ ，使得 
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U Po AP0U = 

A ∈ R，i= 1，2，⋯ ，n 

令矩阵P=P。U，则矩阵P可逆，且 

P 尸 = 

A1 

A2 

A ∈ R，i= 1，2，⋯ ，n 

P P=(Po ) B(Po )= 

U Po BPoU=U U=L 

3 主要结果 

定理1 关于四元数矩阵束(A， 的广义特 

征值问题Aa=Bah(或Aa=ABa)具有如下性质： 

(1)若四元数矩阵 和矩阵 B互换，则广义 

右(或左)特征值将变为其倒数，但广义右(或左) 

特征向量保持不变，即有 

Aa = B Aj AaA一 

(或 Aa=ABa~Ba=A Aa) 

(2)若四元数矩阵 非奇异，则广义右特征 

值可转化为右特征值；但广义左特征值的情况不 

成立。 

定理2 四元数正则矩阵束的广义右特征值 

全为实数。 

证明：设(A，B)是四元数正则矩阵束， 是四 

元数正则矩阵束( ，B)的属于广义右特征值A的 

广义右特征向量，即Ax：Bxh。 

因为 为四元数 自共轭正定矩阵，则存在酉 

矩阵P，使得P BP=，，从而P APP～ = 

P B尸P一 A，得(P AP)(P一 )=(P BP)(P一 

)A=(P～ )A，即人为P’AP的右特征值，P～ 

是P AP的属于A的右特征向量。由于A是自共 

轭四元数矩阵，P是酉矩阵，则 P 』4P也是自共轭 

四元数矩阵。自共轭四元数矩阵的特征值均为实 
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数，所以A为实数。 

定理 3 设矩阵4为 Q 上的四元数斜 自共 

轭矩阵，矩阵 为 Q 上的四元数自共轭正定矩 

阵，则矩阵束(A，B)的广义右特征值只能是0或 

纯虚数。 

证明：设 人为四元数矩阵束(A，B)广义右特 

征值 ，向量 为对应的广义右特征向量，即： 

Ax=Bxh (1) 

两端同时取共轭转置，有 
一  A=Ax B (2) 

对(1)两边同左乘 ，有 

Ax= BxA (3) 

对(2)两边同右乘 ，有 
一  Ax=Ax Bx (4) 

(3)与(4)相加，有 

BxA+A Bx=0 (5) 

又因为矩阵 为 Q 上的四元数自共轭正定矩 

阵，所以 Bx为正实数，从而A+A=0，即A的 

广义右特征值只能是0或纯虚数。 

定理4 设(A，B)为四元数正则矩阵束， ( ) 

为 Q“ 四元数正则矩阵束(A，B)的广义瑞利商， 

广义特征值按递增顺序排列为A ≤A：≤⋯≤A ， 

贝0有A ≤R( )≤A 。 

证明：因为( ， )为四元数正则矩阵束，即 

矩阵A为 Q 上的自共轭矩阵，且矩阵B为四元 

数自共轭正定矩阵，由引理 1，则有可逆矩阵 P∈ 

Q ，使得 

P’AP= =A ∈R,i=1,2，⋯ 

P BP = I 

令 =By，则 

)= =
y

y *P* AP y
=
y

y

* A

)，

y 

故对任意的Y和四元数矩阵瑞利商的性质，有 

A ≤ ≤A ，即 A1≤ ( )≤A 
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Abstract：Quatemion matrix eigenvalue research both in theory and in application have the extremely vital significance．It is an 

important part of the quatemion matrix theory．In this paper，we studied the nature of the quaternion matrix generalized eigenval- 

He．Some conclusions are real(complex)number domain generalized eigenvalue theory extension． 
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