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氢原子波函数的符号计算与可视化
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摘要：运用合流超几何函数的求和公式及适用于正负m值的勒让德多项式计算公式，采用

MATLAB的递归函数实现氢原子波函数计算的高效编程。经符号计算检验了该算法的正确性。

运用二维曲线图、三维曲面图及四维切片图实现复杂函数的可视化。
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氢原子是最简单的原子，但其波函数、电子

云、原子轨道的径向和角度分布已经足够复杂。

不少文献¨。81报道了用MATLAB计算并图示，文

献[9]则用Origin 6．0数据管理与分析、二维及三

维函数和离散数据绘图，但大多是从教学角度考

虑，用以帮助学习者理解氢原子的量子力学图像，

给出的计算方法一般不通用。文献[2]虽然给出

了通用MATLAB图示程序的描述，但没有计算和

图示方法的介绍，对角向几率密度分布曲线的含

义未作深入解释。

本文介绍合流超几何函数、勒让德多项式的

一种通用编程实现方法，该方法运用合流超几何

函数的求和公式¨训及适用于正负m值的勒让德

多项式计算公式¨¨。采用MATLAB的递归函数

实现氢原子波函数计算的高效编程，进行符号计

算以验证算法的正确性，运用二维曲线图、三维曲

面图及四维切片图实现复杂函数的可视化。

1合流超几何函数

合流超几何函数是合流超几何方程

xy”+(c一茄))，’+ay=0的两个线性独立解之一，

其表达式为

Y邓a,c,x)=委器i(1)
其中(a)i=a(a+1)⋯(a+i一1)，(c)i=c(C+1)

⋯(C+i一1)。

氢原子的径向波函数可以用合流超几何函数

表示，即

蹦r)．％文鲁)帆一n+⋯，2l+2，鲁)
(2)

其中n为主量子数，f为角量子数，r以第一玻尔

半径a。为单位，％的表达式为

“=赢启掣奄㈣
波函数模的平方叫做概率密度，即

埘=妒’哕 (4)

氢原子的径向概率密度埘“r)=r2Ⅱ2村(r)。

编写如下MATLAB程序即可计算合流超几

何函数和氢原子的径向波函数。

function Y
2 CHF(n，a，c，z)

if n==0

Y=1；

else

Y=CHF(n一1，a，c，z)+cn(a，n)／cn(1，n)／

cn(c，n)术z^n；
endfunction Y=CHF(II，a，c，z)

if n==0

Y=1；

else

Y=CHF(n一1，a，c，z)+cn(a，n)／cn(1，n)／

cn(c，n)：lc z^n；

end

function Y
2 cn(c，n)
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if n==0

Y=1：

elseif n==1

Y 2C；

else

Y=find—cn(c，n一1)半(c+n—1)；
end

function Y=Rnl(n，1)

syms r real；

Nlm=sqrt(ca(1，n+1)／cn(1，n～l一1))：lc

2／cn(1，2水l+1)／n'2；

Y=Nlm辜(2宰r／n)“l宰exp(一r／n)术CHF(n

—l一1，一n+l+1，2木l+2，2木r／n)；

例如，执行命令syms a c z；F=CHF(2，a，c，

z)得到符号计算结果为

F=

1+a／c：lE Z+1／2枣a宰(a+I)／c／(c+1)术z2

执行命令R20=Rnl(2，0)得到符号计算结果

为

R20=

1／2木2“(1／2)，Ic exp(一1／2术r)冰(1—1／2枣

r)

图1为二=1，前2l项合流超几何多项式的三

维图像。由图可见，当c=O，一l，⋯，一n时，合流

超几何多项式的绝对值l Fl趋于无穷。
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图1 合流超几何多项式的三维图像

Fig．1 Three—dimensional image of confluent

hypergeometric polynomials

图2为主量子数n=3，角量子数z=0，1，2

的氢原子径向概率分布曲线。由图可见，角量子

数2的值对峰数、峰位和峰值都有影响。当z=0

时有3个峰，当Z=1时有2个峰，当Z=2时有1

个峰。多峰时峰位和峰值都随r值增大而增大。

图2氢原子径向概率密度分布曲线

Fig．2 Radial probability density distribution

curve of a hydrogen atom

2球谐函数

球谐函数是球谐方程未百品(sin p历OY)+

五1丽02Y+2(z+1)=o ，其表达式为

yl。(8，咖)=MhPf“(COS p)e哪 (5)

其中m为角量子数，“的表达式为Mt。=再渊 ㈤

elm(石)为连带勒让德函数，表达式为

elm㈤-(-1)m与斧券∽-1)‘
(7)

编写如下MATLAB程序即可计算球谐函数。

function Y=Ylm(1，m)

syms theta phi real；

Nlm=sqrt(cn(1，l—m)／cn(1，l+m)木(2木l

+1)／4／pi)；

f=Nlm木Plm(1，m)木exp(～i jlc m木phi)；

Y=subs(f，复-cos(theta))；
function Y=Plm(1，m)

syms x real；

if l==0

Y=1；

else

Y=(一1)“m水(1一舵)6(m／2)／2‘1Zcn(1，1)
零diff_n((x'2—1)^l，1+m)；

end

function Y=dis h(f，n)

if n==0
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elseif n==l

Y=diff(f，欠，；

else

Y=diff(diff_n(f，n一1)，复’；
end

例如，执行命令Y=Plm(2，1)得到符号计算

结果为

Y
2

—3木(I—x-E)‘(1／2)木X

执行命令Y21=Ylm(2，1)得到符号计算结

果为

Y2l=

一13916994818355777／18014398509481984木

(1一COS(theta)'2)‘(1／2)木cos(them)木

exp(一i木phi)

图3为f=2，m=0，m=1，m=2的球谐函数

概率密度分布曲线。曲线上的点到原点的距离表

示概率密度tt，h=吃(0)。表达式中不含妒说明
在三维空间中图形是绕：轴旋转对称的。因此，

球谐函数概率密度分布曲线可以理解为概率密度

“矢量”的矢端曲线。

图3球谐函数概率密度分布曲线

Fig．3 Probability density distribution curve of

spherical harmonics

3氢原子波函数

氢原子波函数是氢原子薛定谔方程的解，其

表达式为

40。(r，p，咖)=R村(r)y0(p，咖) (8)

其中屯(r)是由式(2)决定的径向波函数，

‰(日，币)是由式(4)决定的球谐函数。

图4为主量子数n=3的氢原子电子态概率

密度三维分布图，图中显示的是杞平面和弦平面
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×10“ 绕彳轴旋转对称分布；f图角量子数Z=2、磁量子

b。 数m=2，概率密度为环状的绕z轴旋转对称⋯，

分布。
：．^

浮 参照图2中的训如曲线有3个峰，图4a只见

辎1．5 到两层球状概率密度分布。图5是用强化技术，

霞， 即将概率密度变换为w。=log(1+埘×103)，得到

雾 的主量子数n=3、角量子数z=0、磁量子数m=0
0·5 的氢原子电子态概率密度三维分布图，3层球状

∞一 概率密度分布清晰可见。

n=3。1=2，m=2

f

图4氢原子电子态概率密度三维分布

Fig．4 Three—dimensional image of probability

electron density distribution of a hydrogen atom

的切片图。a图角量子数Z=0、磁量子数m=0，

概率密度为层状球对称分布．b图角量子数f=1、

磁量子数m=0，概率密度为块状的集中于z轴上

的绕：轴旋转对称分布；c图角量子数Z=1、磁量

子数m=l，概率密度为环状集中于彬平面上的

绕=轴旋转对称分布；d图角量子数Z=2、磁量子

数m=0，概率密度为块状集中于z轴上的和环状

集中于彤平面上的绕z轴旋转对称分布。e图角

量子数扣2、磁量子数m=1，概率密度为环状的

图5概率密度三维分布图的增强

Fig．5 Image enhancement of three—dimensional

probability density distribll60n

4结论

本文提供的运用合流超几何函数的求和公式

及适用于正负m值的勒让德多项式计算公式，采

用MATLAB的递归函数实现氢原子波函数计算

程序，经符号计算检验是正确的。编程计算中发

现文献[10]给出的氢原子径向波函数的归一化

因子的表达式少一1／n2因子，这说明编程计算能

够校核文献中的表达式。氢原子电子态概率密度

三维分布图有可能由于数值区域较大而使较弱的

峰不能观察到，使用图像增强技术能够有效解决

这个问题。
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Abstract：眦8 pape。achieve an幽cient programming of hydrogen atom wave functi∞c锄puting by using the fonnllla of s啪ma．
tlon coIltluent hypergeo metric funetions，legendre polynomial suitable for positive or negative”m’’value and recursive funtion肛
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