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正交曲线坐标系基向量的二阶偏导数
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摘要：研究了正交曲线坐标系基向量的二阶偏导数，运用基变换的单位正交性给出了当坐标函

数三阶偏导数连续时拉梅系数满足的两个偏微分方程，由此证明了基向量的二阶混合偏导数与

求导顺序无关，推导了基向量的二阶偏导数公式。
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正交曲线坐标系的引入，使物理学和工程技

术中许多问题的研究得以大幅简化[1。3】。不同于

直角坐标系，正交曲线坐标系的基是流动的，即为

坐标的向量值函数，因此基向量对坐标的求导公

式是正交曲线坐标系下计算的基础。一阶偏导数

公式可参看文献[4、5]等，在场论、张量等的计算

中经常会用到二阶偏导数№．7J，但统一的计算公

式目前尚未见到。正交曲线坐标系基向量的偏导

数是三维向量，坐标系数由拉梅系数【81及其偏导

数组成。在二阶偏导数公式的推导过程中，按照

不同的求导顺序，二阶混合偏导数向量的对应系

数会产生不同的表达式。本文运用基变换的单位

正交性证明了当坐标函数三阶偏导数连续时拉梅

系数满足的两个偏微分方程，从而上述系数的不

同表达式实际上是相等的，因此基向量的二阶混

合偏导数与求导顺序无关，并按4种基本类型给

出了基向量的二阶偏导数公式。

设肘为空间任意一点，(石。，菇：，戈，)是其直角

坐标，位置向量OM=r。(u。，Ⅱ：，u，)称为点肘的

曲线坐标，函数％=U；(石。，髫：，戈，)单值，故存在反

函数菇i=菇i(u1，u2，u3)，本文约定髫i=戈i(u1，u2，

Ⅱ，)的三阶偏导数连续(i=l，2，3)。t=
． ． ． r

f粤，娑，誓h：导；为曲线坐标下点M处两
、ClUi O．ttl OUiI

1-1

两正交的单位基向量，其中拉梅系数皿=∽l-

√‘Tri(i=1，2，3)。

以下除特别说明，i4、k均表示1、2、3的一个

排列；用Pi，i、P∽eu分别表示气对坐标ui、ui、uI

的偏导数兰、_Oei利一．磊Oei；口州、Pi小P谢、e‘"气灏和Ou Ouf f d配I
⋯ ” ” ⋯ ⋯

P渊分别表示P；的各个二阶偏导数i021ei、釜，

02eiau；oui、鱼au=，aufi、最和最艄系州江’、——、瓦而利五面。弛1母示烈4 u
2

1，2，3)的一阶、二阶偏导数同样表示，例如

ttij-O口t叶li，皿班=差％等。向量，对曲线坐标的
二、三阶偏导数用，扑，泌等表示。

1 引理

以下3个引理给出了空间任意一点处的位置

向量和单位基向量关于曲线坐标的偏导数与拉梅

系数的基本关系，用于证明本文的主要结论。

引理1

eu=一何1皿J巳一所1E。Ie^ (1)

e‘I，=日i1马，i勺 (2)

证明参见文献[8]。由于i4、k互不相同，可

取1、2、3的任何一个排列，所以(1)式和(2)式实

际上一共给出了9个公式。

引理2
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，；，“=HiHi一一～=珥皿^， (3)

，；％=一马马p一‰=0 (4)

其中i4、k互不相同，可取1、2、3的任何一个排

列。

证明：由拉梅系数的定义和正交性知，。T，。=

娥6。，当m=n=i，将，■=研分别对坐标ui和
ui求偏导数，即得(3)式。

当m=i，n=，，将，k=0对Ⅱf求偏导数，得

咖#+r‰=o，将(3)式中的rfrf=珥EJ代入即有
ri、=一马岛。；。再将如=o对吩求偏导数，得

tr*+tf淮=0
类似地，有，九+咖#=o和以+杉％=o，将这
两式相减再与上式相加，注意到～=珞，得‘7‰=
0。

引理3设i4、k互不相同，为1、2、3的一个

排列，记矩阵(ri，‘，It)7=A(驰)，对角阵diag(皿，

缉，风)=H(鳓，则B(班)=H(游)～A(壮)为正交矩

阵，即B(毋)B(毋)7=B(辩)rB(泓)=E，E是单位矩

阵。特别地，B(123)2日(123)．1A(123)=(el，e2，e3)7

是直角坐标到曲线坐标的基变换阵。

引理3由线性代数知识㈨和关系式《，。=

砩6。容易得到。

2主要结论及其证明

”(吼呐暖盘) (5)

c州慌n'J"，l饱2厅叫盖Hi,i引Hj,i
证明：由(4)式有，j‰=o，对u；求偏导数得

，：哝+，j‰i=o，故，靠=一《‰；再由(3)有
毋F=皿皿J，对u。求偏导数得，：～+，，毋=皿，。
Hi√+皿q一，将杉‰=，以；=一，：‰代人得

皿．1日i√+皿tt,乒=r：～一，：‰ (7)

由引理3，曰∽)=日(皿)’▲似)为正交矩阵，故

有r：r{『=，：曰C触)rB(肚)rq=，：A(皿)rH(脚)．2A(jlt)～

和r：‰=，弘(川rH(肚)～A(m)‰。再运用引理2
的(3)和(4)两式可得

r弘(触)7=，：(0，r‘，rI)=

(咖语，，，汰，《‰)=(o，EE，。，风皿，。)
A∽)～=(1，rl，以)●#=

(rfrF，r九，咖F)7=(H．，HiJ，鼠皿^，，o)7
于是，：，{『=(0，Hi皿"巩E。^)日(m)‘2(哆皿J，

皿HiJ，0)1=Hi^，皿，I。同理

，狙(肚)7=《(0，，i，^)=

(以i，，■；，r≯。)=(一皿皿J，噩噩一一只日i，。)
A(似)‰=(乃，^，^)k=

(九，，以，，以)7=(缉呼加o，巩巩l，)’
于是

《‰=

(-n,H,，以Ep—只鼠j)‰)之(碍马^，o，皿皿，)7=
一Hil HiHtJHj^一HI、HtHt^Hkj

将上述结果代入(7)式，整理得I-2,冲=何1Hil，

q，t+研1日i．。风J，写成向量内积的形式即为(5)
式，式中的对称关系更加清晰。

下面证明公式(6)。

由公式(3)的，■=o，先对／Xi再对叶求两次
偏导数，并由向量内积的交换性，得咖i{『+《白+
，免+，靠=o。
由皿皿J=，^和马马，；=叽，分别对吩和ui

求偏导数，得

琏j+HiHj童=r；iriiT+r：r嵫

Hj．i+HiHj．i=r】；；：r#+r{r辩
两式相加得吒+磁；+E县J+q马，。=

，≯F+《靠+，k+机。与上式相减，因为，；～
=r‰、彳‰=咖坷和，≯#=_T矗，得
鹾J+《i+皿皿渣+马马灌=蝶矗一，：白(8)
类似于(7)式的证明，有

《o=咖(秘)rH(毋)-2A(独)咯=E2J+磁i
r‰=riirAT(毋)日i2ijk)A(鳓白=

一Hjl HjHi．tHj．t—H：I HIHtjHjj+HiiHiH．，Hi^Hi。k
代入(8)式。整理可得
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HjlHt。§+H；tHi．i=

Hj。H1．iHi．t+H；z HjjHtj—H}Ht，kHi．k

写成向量内积的形式即为(6)式。

(5)式和(6)式表示了拉梅系数二阶偏导数

满足的一种对称关系。特别地，(5)式说明第i个

拉梅系数对两个异于下标的变量的二阶混合偏导

数可以用一阶偏导数的算术运算直接得到。

定理2曲线坐标系的基向量ei(i=1，2，3)

的二阶偏导数有4种类型，计算公式分别为

7Pi．i=A“ei+Biej+CieI

Ai=一(巧2吒+珥2研，t)
(9)

BH=HjiHi．iHij—H_JHi，q

‘Cd=I-Ii2Hk。iHi，I—HilHi．语

ei$=Aiiei七B{Iei+Czek

如=一舻磁i
(10)

岛=一Hi2HiJH-，i+H。1‘马乒

G=一H11Hilnj，i马，^

这里i、，j,k互不相同，均表示1、2、3的一个排列。

证明：将引理l中的(1)式e“=一且_1／-／,J巴一

何1Hi．Ie★对扯i求偏导数并利用(2)式即得ei的
．2

二阶偏导数P叫i=鲁的计算公式，即(11)式得证。
0II,i

将引理l中的(2)式eiJ=Hi-1H，iei对叶求

偏导数，再利用(1)式即得ei的二阶偏导数eⅫ=
．2

警的计算公式，则(10)式得证。
au；

下面推导eijk和e埘的计算公式，即(11)式，

同时证明e¨=eⅢ。

类似地司求得

ei，酊2

H}H-1 Hk．iHi^ei+(、一Hj2HtjHk．t+H}Hk?i、)e k

比较上述两式可知，eⅢ=eijt,当且仅当

一所2E，。吩，i+珥1吩m=所1何1巩．i吩，。(13)
且

H?H-1 Hi。tH kj=一H：2 HtjHk，tH-1 Hk，4(、14、)
不难看出，(14)式可由(13)式中对换下标_『、

k直接得到，两式实际上为一个公式，故只需证明

(13)式即可。事实上，将定理1(5)式中下标i√、

k凫j、i、k替换，奄Hi．血=Hil Hi．tHt．kH；1 Hi，kHk"

将其代人eiji关于基向量ei的系数，即得(13)式。

因此有em=e∞，并且由(13)式得到公式(11)。

最后推导公式(12)，即二阶偏导数eilfl[和

ei，F，并证明eiJ=ei，F。

将引理1(2)式ei√=Hi-1哆，iei对ui求偏导
数，再利用(2)式得

eidi
2

日i1巧1马，fHiJei+(一日i2HiJ珥，i+1-111珥，d)ei

(15)

类似地，由(1)式e叫=一町1HiJei一所1Hi。IeI对
Mj求偏导数，再利用(1)和(2)式得

et．q=Hjl Hjl HtjHi．iet+

(、H尹HijHtj—H-1Him—HqkHt^Hj。0ej+
(H-kHkjHi^一I-Iillt,，b+H≯H?HiJHj^、)e k

(16)

由定理1(5)式有皿，茸=(巧1EJ+圻1皿，-)
珥∽将其代入(16)式中e。的系数，结果为0，故

(16)式即为

ew=t／i1 1-I；1 HiJ马，iei+

(巧2马JHiJ一1t；1皿J一何21t,，I耳。I)勺(17)

比较(15)和(17)式可知，eiJ=Pi,o当且仅当

一H≯Ht?iHi，i+Hjl Hj．i=

It；2马J皿J—ti；1EJ一所2皿，^马。I (18)

事实上，(18)式由定理1(6)式移项可得，故

eⅫ=e谢，且(12)式得证。

由于i4、k互不相同，可取1、2、3的任何一个

排列，所以(9)和(11)分别给出了3个公式，公式

(10)和(12)分别给出了6个公式。
将引理1(2)式P。=E。1马．iei对“I求偏导

数，再利用(1)式得

。 ”

3 结语

ei矗=(一H,-2Hi．^哆，i+珥1马m)勺+

H}H-、Hi，iH kjek
包括著名的Navier—Stokes方程在内的大量

流体力学运动方程由于流体复杂的几何形态，需
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要在与之相匹配的正交曲线坐标系中进行研究分

析和计算表达，而对各种变量的求偏导数比比皆

是，二阶及其以上的偏导数的计算繁琐、形式庞

大。本文给出的正交曲线坐标系中基向量的二阶

偏导数计算公式可以使计算大为简化，对理论研
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The Second Order Partial Deaivatives of Base Vectors in

Orthogonal Cuavilinear Coordinate System
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(Department of Mechanics and Engineering Science Fudan Univemity，Shanghai 200433，China)

Abstract：The second order p枷al derivatives of base vectors in orthogonal eurviHnear coordinate system are studied in this pa·
per．Two partial differential equations in which the I．Amle coefficients satisfied under tlle circumstances that the third order partial

derivatives of the coordinate hmctions continuous are given by using the unit orthogonality of the change of base．Thus the asser-

tion that the second order mixed partial derivatives are independence with the derivation order are demonstrated．The second order

partial derivative formulas of base vectors are pushed out．
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