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摘要：在一类索赔相依二元风险模型下推导出了Gerber—Shiu函数满足的更新方程，以及破产

时刻和直到破产时刻的索赔次数的联合密度函数，得到了第17,次索赔时的破产概率的表达式。
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经典风险模型中，保险公司只面对单风险的

情形；但现实生活中，保险公司会承担不同的保险

业务，为了使风险模型更符合实际情况，赵晓

芹⋯、张冕呤1等研究了一类索赔相依的二元风险

模型的破产问题，此风险模型包含两种索赔：主索

赔和由主索赔引起的副索赔；得到了此风险模型

下生存概率所满足的微分方程，最后得到了最终

破产概率渐进表达式，但是他们的文章中都没有

涉及到索赔次数与破产时间之间的关系的问题，

也没有考虑使用近年来被广泛使用的Gerber—

Shiu函数来研究破产概率问题。而保险公司的风

险来源主要是发生索赔的次数和发生索赔时的索

赔额，确保保险公司稳定经营的一个重要衡量指

标是破产概率，但是很少有学者对破产索赔次数

与破产时间之间的关系进行研究。因此，将索赔

次数和破产时间放在一起研究是一个比较新的和

有意义的问题。

1998年Gerber and Shiu【31定义了著名的期望

折现罚金函数，后来被称之为Gerber—Shiu函数，

他们首次把破产时间、破产前瞬时盈余和破产时

刻赤字这3个重要精算变量嵌入到一个期望折现

罚金函数中，通过求解该函数来研究三者的联合

分布；近年来，破产时刻罚金折现期望已被用于一

些实用的风险模型并由此产生了许多风险理论的

新结论；LandriaultHl在2011年的文章中研究了

服从指数索赔量的Sparre Andersen风险模型，使

用Gerber—Shiu函数，他们推导出了Sparre

Andersen风险模型下破产时刻和破产索赔次数的

联合分布，并在服从指数索赔量的假设下推导出

了含索赔次数的破产概率的表达式，这篇文章中

的一个重要的想法就是一些关于破产时间的已知

结果可以用破产时的索赔次数来解释；Dickson【5
J

在2012年的文章中使用概率论证的方法推导出

了经典风险模型下破产时刻和破产索赔次数的联

合分布，获得了破产索赔次数的概率函数的一般

表达式。

本文在Dickson∞1的文章的基础上，研究了一

类索赔相依二元风险模型下Gerber—Shiu函数满

足的更新方程，推导出了一类索赔相依二元风险

模型下破产时刻和直到破产时刻的索赔次数的联

合密度函数，得到了第n次索赔时的破产概率的

数学表达式。

1 预备知识

定义l 称P。(H)为初始盈余为u时，第n

次索赔时的破产概率，即
／-∞

P。(M)=J cc，。(u，t)dt

其中咒表示初始盈余为u时的破产时刻，即瓦=

inf{‘：u(f)≤o}；∞(M，t)2盖妒(u,t)表示破产时
刻的缺陷密度；Ⅳrl。表示直到破产发生时的索赔次

收稿日期：2014—01—10

基金项目：国家自然科学基金项目(61203139)；安徽省重点教研项目(2012jyxm277)

作者简介：田飞(1988一)，男，湖南怀化人，硕士生，主要研究方向为精算数学。

万方数据



：!!： 垫垫三兰堕兰堡!鱼鉴型堂鉴! 笙!!鲞

篓黧裟表示初始盈余舢盹帅叫联生C Jfo““州)g(洲y一生e拍一生e㈨合密度函数。
一” 。‘’

定义2 由DicksonKl我们定义了如下的 (3)

Gerbe，一Shiu函数： 这样我们就得到了独立二元风险模型下Gerber一

咖m(u)=E[rNrue一矾，(咒<∞)]= Shiu函数满足的更新方程。

主，n[。e-&o)n(u，￡)dt (1)1 件．又由文献‘61可知，存在一个s满足以下鞅条

其中0<r≤1，6≥0，I为示性函数。 E[e～e州“’I U(0)=u]=e“

2独立二元风险模型的破产概率

2．1模型的建立

定义如下的盈余过程：
Hi(t) 心(1)

u(f)=u+ct—Js(￡)=H+ct一∑置一∑Y／

其中n≥0是常数，表示初始盈余；c为单位时间

内的保费收入；{S(t)，tI>0为总损失过程；置为

第一类风险第i次索赔时的索赔额，{Xi／?为一

系列独立同分布的随机变量，其分布函数为F

(石)；■为第二类风险第i次索赔时的索赔额，

{l}?为一系列独立同分布的随机变量，其分布

函数为G(y)；Ⅳ。(t)和Ⅳ2(t)分别为两类风险的

索赔计数过程，令Ⅳ1(t)是服从参数为A，的Pois—

SOft过程，Ⅳ2(t)服从参数为A2的Poisson过程。

假设两类险种之间是相互独立的，则称上面所定

义盈余过程的风险模型为独立二元风险模型。

2．2破产概率的求解

本节将在2．1所述独立二元风险模型下，根

据(1)式，求出Gerber—Shiu函数满足的更新方

程，进而求出破产概率。

考虑时间区间(O，r)，其中t<T，设如果有索

赔发生，则在t时刻发生首次索赔，索赔额为石，则

由文献[3]可得：

咖，．占(“)=e-AITe。2re书rqb，．占(M+cr)+

f rAle_一e啦‘e毋J帆(Ⅱ+ct一戈状z)dxdt+
，r ．∞

I rAle“pe“2‘e础f 八戈)dxdt+
，r ，u+“

l n2e。一e。2‘em f 咖哪(u+c￡一Y)g(Y)dydt+
，r ，∞

l rA2e一“1‘e一“2‘e一&I g(Y)dydt (2)
a0 J u+vt

两边同时对r求微分，再令T=0，则有：

叱(u)：生当哪(u)一
_／t1 J咖哪(“一戈)八名)dx一

由这个条件我们可以得到独立二元风险模型

下的广义Lundberg方程：

e3一(A1+A2+6)+A／(s)+A29～(s)=0

(4)

注1：F(x)=J八y)dy。

注2：厂(石)的Laplace变换表示为：八f)=

J e一啾菇)dx。

定理1 当u=0时，独立二元风险模型第n

次索赔时的破产概率为：

Pl(o，￡)=f e一¨，+“z’‘[A1F(ct)+A2G(ct)]dt，

n=1 (5)

P。(0，t)=

f0 e-(．Ill+,t1)／篙[f08≯㈣b刊础出+
Jc“》⋯)(c卜y)G(y)dy]dt+

。e_(al+j9／高[f08妒枷(岬贶)dy+
吁》小川(ct一戈)F(戈)dx]dt

／1,=2，3，⋯ (6)

证明：对(3)式两边同时作Laplace变换，有：

[∞一(Al+A2+6)+rA以s)+rA2歃s)]荔j(s)=
，∞ 一 ，∞ 一

c咖m(o)一rA，I e-'=F(u)du—rA2 I e-sitG(u)du
．tO JO

(7)

由文献[3]和文献[6]可知，存在一个P，P使
得方程

c5一(Al+A2+占)+rA以s)+rA29“(s)=0

有唯一正解，将P代入(7)式，这样就有

丸。(o)=睾上。e_P”承M)du+字上。e掣及M)dH
(8)
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田又酞【4jⅡJ知：

e叫=

，A1、。

e华+薹，寻小㈦¨e半“h舳+

主，孚。心¨d。掣㈤)g．Ⅺ川9)蚤，寺zJ|(川)de掣“∞g”()，)母(9)
将(9)代入(8)式，化简整理可得：

咖啪(o)=f re啮e一11¨2’‘【A1砍cf)+A2V一(ct)]dt+
JO—。

玎胪一附【篙上4≯㈣b刊瓦肌
蒜r。知小卅∽刊础)dx]atl 0 +oct(n一)

6 ”。 “”。。

缸胪e⋯【糊4秒％刊配漪+
蒜1 Jfd厶小川∽刊配)以】州o)o cd(凡一)!

卜。 川Ⅵ川w J 、 7

又

“M)2荟r1 e一∞。(H，t)dtl^= ’U

当u=0时，我if]．--]以得到：

∞l(o，￡)=e-(,h+A2)‘[A1虱ct)+A2及ct)]，
n=l (II)

60。(0，t)=

e-(^l+^2n[篙[上4掣t川)(c⋯㈣出+
J|“々t山‘”(cc—y)㈨dy】+

e-(^1+^2n【高Ef04》小叫∽-y)配M
J(“》小川(cc一茄)承戈)出】
n=2，3，⋯ (12)

从而U=O时破产概率为：

Pl(0，f)=f e一‘1，+1：沁[A1F(ct)+A2G(ct)]dt
J0

P。(0，t)=

p删‘iAIntn-I．“≯cn—l，(以一戈)确出+
上“孑小川∽一y)G(y)dy]dt+

p”脚一<,～-”1>1 i[f04》m枷(州岫妙+

正“》山川(cc一菇)承石)ck]dt
对于Ⅱ>0的情形，我们将在下一节讨论一类

相依二元风险模型时进行分析，两种模型关于11．

>0的情形下破产概率的求解方法是类似的。

3一类索赔相依情形下的二元风险模型

的破产概率

3．1模型的建立

考虑一类二元风险模型，包含两种索赔：主索

赔和由主索赔引起的副索赔。设置为主索赔第i

次索赔时的索赔额，{墨}?为一系列独立同分布

的随机变量，其分布函数为F(菇)；l为副索赔第

i次索赔时的索赔额，{■}?为一系列独立同分布

的随机变量，其分布函数为G()，)。设每一次主索

赔以概率a引起一次副索赔，以概率1一a不引

起副索赔；副索赔以概率口与引起它的主索赔同

时发生，以概率1一口与引起它的主索赔不同时发

生。此模型的盈余过程可表示为：
Nl(I) 心(I)

u(￡)=u+Ct一∑Xi一∑K

其中u≥O为常数，表示初始盈余；e为单位时间

内的保费收入；Ⅳ1(t)为主索赔发生的次数，它服

从参数为A的Poisson过程；Ⅳ2(t)为副索赔发生

的次数。

3．2破产概率的求解

要求解3．1所述风险模型下的破产概率，我

们先求出Gerber—Shiu函数满足的更新方程，以

这个更新方程为基础，求出M=0和u>0两种情

形下的破产概率的表达式。

引理1 3．1所述二元风险模型下Gerber—

Shiu函数满足的更新方程为：

以。(u)=簧≮啊(Ⅱ)一

巡乎胁(M一戈㈣出一△瓮型虱小
锶““州胪G(y)一半J：。dF．G(y)

(13)

证明：考虑一个很小的时间区间(0，h)，其中

t<h，如果有索赔发生，则在t时刻发生首次索

赔，索赔额为戈，可以分几种情形讨论：

(1)在(0，^)上没有索赔发生；

(2)在(0，矗)上主索赔发生，且不引起副索赔

发生；
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(3)在(O，^)上主索赔发生，且引起副索赔发

生，且副索赔与主索赔同时发生；

(4)在(O，h)上主索赔发生，且引起副索赔发

生，且副索赔与主索赔不同时发生；

综上所述可得：

咖啪(Ⅱ)=e-Ahe一曲咖，．6(M+c危)+

J ne-^‘e咄(1一仅)J 咖啪u+ct一石掀x)出dt+
JO go

l ne_‘e啦(1一a)f八x)dxdt+
J0 J tt+et

J[rAe。‘e咄邮J[币哪(比州一y)dF‘G(y)dt+
l rAe_‘e啮邮f dF+G(y)dt+

Jc rAe-ate-＆a(1一JB)上帆(“+以一茁狄菇)d茗dt+
J ne枷e嘏a(1一卢)J以石)dxdt
．tO J u+d

两边对h求微分，然后令h=0，得：

0=一(A+6)咖，，6(M)+c咖’，．6(H)+

n(1一位)J啦五(M一菇狄戈)出+rA(1一a)f八石)出+
JO Ju

以吼靠茹(u—y)aF‘G(y)+咀叫dF‘G(y)+
，“ ●∞

rA理(1一卢)J靠五u一菇)，(菇)出+rAa(1一JB)J以并)出
．tO J．．

整理，即得证。

引理2 3．1所述二元风险模型下的Lund—

berg方程为：

cs一(A+6)+A(1一qBⅪXs)+Aq国rg(s)=0

(14)

证明：由文献[6]可知，存在一个s满足以下鞅条

件：

EF e—e州‘‘’l u(o)=u]=e“

由

Nt(0 心(‘)

研e-stes㈨I u(o)：M]：EFe啦e小一t驴p]：
E[e—e5‘⋯’e-s(1-a)Sx(t)e一螂盯‘‘’e一“‘1刊Sx(‘’]=
e础e(cs-a)‘e舢(1—口)[^球叶)一1]eAt．叩EmXY(一5)一1]e^衄(1例[^能_5)一1] =

e“e(a一6)te舢(1一口)暾5)一1early‘g(s)一He^l口(1_卢)吹s)一1】=

eme[a一(^+∞+A(1一审浓I)+^珂’g(s)】I

故

∞一(A+6)+A(1—0；p)．厂(s)+a093f+g(s)=0

定理2当n=0时，3．1所述二元风险模型下

第n次索赔时的破产概率为
，∞

一

P1(o，t)=f A(1一邮)e-AtF(ct)dt+
J0

．∞一f A邮e“‘F’G(ct)dt，n=1 (15)
JO

P。(0，￡)=

肌l—qB)e咄丽^ntn-I[(1-删J[4≯㈣，(d一
髫)承石)出+叫4詈(厂g)m．1’(d一戈)承石)出】)出+

几啦啸焉[(1一刚4耖㈣@一力丽+
叫4去u+g)小Ⅲ(ct一)，)F*G(y)dy]}dt

rt=2，3，⋯ (16)

证明：对引理1的(13)式作Laplace变换得：

[cs一(A+艿)+n(1-q锁s)+nc《扩g(s)]蠢五(s)=

c咖啊(o)一rA(1一邮)』e1“F(M)du一
，∞ 一

J0·∞～
rA邮f e1“F+G(Ⅱ)du (17)

J0

由文献[3]和文献[6]可知，存在一个p，P使
得方程

cs一(A+6)+rA(1一。归f(s)+rAot[3f+g(s)=0

有唯一正解，将P代入(17)式时，我们有：

咖，，。(o)=!盘』』i手∑g砬上”e-P“F(u)du+

华f。e叫丽M(18)JC o

又由文献[4]可知：

e叫=e一半+

”邮，耋，学小㈦¨。尊帆肌
邮争学小川¨e铷饥广㈤出
代人(18)式，整理可得：

咖啪(0)=

上。{rA(1一qB)eV础)+rA啦-&e-At而忡
重卜气咄”邮)器[”丕J[r4e啮e“”一邮’石尚[(1一
邮)f争小川(c卜戈)承戈)出+
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邮上4 xc；(f’g)小川(ct一菇)承髫)出卜+

重p啦气嘲焉I-”互上，啦咄e。‘石‰(1一
邮)RY歹小Ⅲ(ct一)，)而砜x)以+
邮上4 Yct u’g)山川(c卜)，)F*G---丽y)dy]dt
由(1)式可得：

∞1(0，t)=

A(1一邮)e枷瓦ct)+A邮e-^IF而
／7,=1 (19)

∞。(O，t)=

(1-础啸南--n n-1【(1-删r争㈣@卅磁冲+
邙f言u’g)小-1’(ct一菇)承菇)出】+

啦啦丽A．t"q【(1-qB)r争㈤’(口训而西+
印上4 Y抄-Cf g)小Ⅲ(ct一)，)而丽，，】

n=2，3，⋯ (20)

从而有

Pl(0，t)=
，∞ 一 ，∞一I A(1一op)e一舢F(ct)dt+J Ao印一舢F+G(ct)dt
JO J0

P。(O，t)=

“(1一融啸锅,n it4[(1一叫8争㈣@一痂№+
邮上“言(厂+g)小-1)’(ct一戈)F(戈)出肛+

“啦啦丽Antn-t【(1-硝争如由@刊而丽+
邮fcl考u+g)小川(ct一，，)而丽ym
对于U>0的情形，由文献[7]可知，对于一

个很小的dt，∞1(u，t)dt表示在区间(t，t+dt)上

发生首次索赔且导致破产发生的概率；对于这个

事件，我们可以知道在时刻t之前没有索赔发生，

在区间(￡，t+dt)上有一次索赔发生，且索赔额超

过“+ct，因此，由文献[7]可知：

∞1(u，t)=

A(1一q|B)e一^‘F(M+c￡)+Aq|8e一舢F’G(11,+ct)

(21)

公式(19)是这个式子的一个特殊情况，类似地，

我们可以得到

∞。(n，t)=

(1一诎啸翱(1一叫4≯㈣①+d一戈炖地+
邮r言(厂’g)小-l’(u+c￡一石)F(菇)出】+

啦书丽^ntnq【(1_硝分“由(u+ct-y)而丽+
邮一-Y-；-(f*g)小Ⅲ(n州刊而丽y卜

c砉J|‘(1—0IB)2e山爷7(u+岱)‰州(吣一s)山一
c套r钗币一1)e粕等旷g)畸(u+岱hHj④一s汕

(22)

我们用∞。+。(z‘，t)dt表示在区间(t，t+山)发

生第n+1次索赔，且导致破产发生的概率。假设

在时刻t之前有tl,次索赔发生，总索赔额为M+ct

一髫，因此在时刻t的盈余为石，如果在区间(t，t+

dt)上有一次索赔额超过菇的索赔事件发生，则会

导致破产的发生，即为(22)式的第1项和第2项

之和；但这种情况没有考虑在时刻t之前盈余小

于0的情形。假设在时刻s(O<s<t)已经发生了

j(0<_『<n)次索赔，总索赔额为u+∞，则在s时刻

的盈余为0，从s时刻起第n+1一J次索赔的密度

函数为∞川一i(O，t—s)，因此(22)式的后面两项
则是考虑在时刻t之前盈余小于0的情形。由

P。(u，t)=I∞。(M，t)dt可以得到M>0时的破产

概率的表达式。同理，我们也可用这种方法来分

析独立二元风险模型下的情形，得到u>0时独

立二元风险模型第n次索赔时的破产概率的表

达式。

4结语

本文研究独立二元风险模型和一类索赔相依

二元风险模型。通过构造一个特殊的Gerber—

Shiu函数，推导出了两类二元风险模型下Gerber

—Shiu函数满足的更新方程，由这个更新方程推

导出破产时刻和直到破产时刻的索赔次数的联合

密度函数，最终得到两类风险模型下第几次索赔

时的破产概率的表达式。
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Aerothermal——Aeroelastie Optimization Design on Hypersonic Vehicle

YU Shengdong，MA Jinyu

(Department of Electrical and Electronic Engineering，Wenzhou Vocational＆Technical College，

Wenzhou Zhejiang 325035，China)

Abstract：On the base of the shape of the unpiloted hypemomc vehicle X-43，hypersonic full—aircraft model was built with aer-

odynamie heating effect．Hierarchical solution process Was used to dealing with aerothermal aeroclastic coupling problem neglec—

ring the weak coupling effect between aeroelastieity heat load and aerodynamic load or elastic load．Compute hypersonic aerody—

namic heating and the steady temperature field．The stress Stiffness matrix under this temperature field Was developed and the

flutter equations were solved by P—k method finally．This paper realizes the aerothermal—aeroelastic optimization design of the

hypersonic vehicle without changing the weight of the structure weight．The skin layer angle is the design variable and the flutter

velocity are the optimization objective．The reset shows that the composite laminate angle has a great impact on the nonlinear

speed．

Keywords：hypersonic aircraft；aerothermal—aeroelastic；piston theory；flutter；optimization design
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Abstract：For the dual risk model for correlative claim，we derive the renewal equation of the Gerber—Shiu function by construc-

ting a peculiar Gerber—Shiu function，obtain the joint probability density function of the time to ruin and the number of claims

until ruin，and find the formula of ruin probability when riun ocCUrs at the time of the n‘h claim．
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