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抽取频域关系的正确推导
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摘要：主要介绍序列信号抽取频域关系的正确推导。首先从学生课堂自行推导抽取频域关系时

易犯的普遍错误出发，找出其错误的原因，然后从模拟域和数字域两个方面分别来推导它们的

正确关系。在模拟域里，对模拟信号进行抽样，从抽样的角度来分析；而在数字域里，则是直接

对序列信号进行分析。模拟域和数字域的两种推导方法，采用相对较为简单的采样定理法和卷

积法。最后对两种推导方法得到的结果进行对比，并验证其正确性。
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抽取与内插是现代数字信号处理理论中两个

重要的基本概念。序列信号抽取的频域关系，在

多抽样率u1信号处理技术、控制理论、电路与系

统理论、滤波器组理论、子波分析及通信工程等领

域广泛应用。在很多相关的本科、研究生教材中

都给出了序列信号抽取的频域关系式，但对其推

导过程的介绍却不是很详细，读者不易理解。在

长期的课堂教学中发现，不仅仅是本科生，包括研

究生在不知道正确的抽取频域关系情况下，自行

推导其关系时，都会采用一种相似的方法，得到错

误的结果。如果不进行深入分析，很难发现错误

的原因。文章从学生课堂自行推导抽取频域关系

时采用的普遍方法人手，从模拟域和数字域两个

方面分别来推导其正确关系，从而使读者更深刻

的理解抽取的本质。

1 学生课堂自行推导的错误及原因

1．1 学生课堂的变量代换法推导方法

在长期的教学实践中，我们发现，学生在不知

道抽取频域关系的情况下，课堂自行推导其关系

时，普遍采用变量代换法。

序列信号虹n]经肘倍抽取后，得到新序列

信号Y[n]，即

Y[n]=虹Mn]，n E Z (1)

其中M称为抽取因子。式(1)是抽取的时域表达

式，其频域表达式又如何呢?

根据离散傅里叶变换(Db"F)的定义，可以得

到
+∞ +∞

l，(∞)=∑y[n]e-flon=∑x[Mn]e-i'”" (2)

作变量代换

Y(to)=∑虹m]e叫渤“=x(告)(4)
m=一∞ 、』¨’

这是课堂上几乎所有学生的推导结果。该结

果正确吗?

1．2变量代换法推导结果正确性的检验

要检验学生变量代换法推导结果的正确性，

可以从理论和实践两个方面来检验。

从理论上来考察。对于有限长度的序列

菇[n]进行肘倍抽取得到的Y[n]，时域长度被压

缩M倍，其频谱应当被扩展M倍，从这一点看来，

上式的正确性似乎是无可厚非的。但是，任何序

列信号的频谱函数都是2,rr一周期的连续函数。

而X(o)／M)却是以2,rrM为周期的函数，显然与

Y(∞)是2百一周期的函数相矛盾，由此可以肯定

式(4)是不正确的。

从实践方面来考察。给定一有限长度的序
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列信号戈[，1]及其对应的I X(∞)I(实线表示)与 及其对应的I Y(∞)l的示意图如图2所示。

IX(w／2)I(虚线表示)，如图l所示。Y[儿]----af[2n]

I ／7
＼＼ Ix(o,／2)1／

℃／夕 心＼7
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图1 z[凡]及其对应的lX((c，)l与IX(oJ／2)I示意图

Fig．1引n]and corresponding IX(∞)I and lX(∥2)
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图2

Fig．2
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x[2n]及其对应的IY(∞)I示意图

x[2n】and corresponding Y(∞)I

由图l和图2所示，很显然，iX(以)I与l y(∞)I

的图形不一样。这也说明式(4)是错误的。

1．3错误原因的分析

变量代换法究竟错在哪里呢?现在对式(4)

进行变换，找一找错误的原因。
+∞

一

l，(∞)=∑x[m]e-瓒=乏堕幽e荫+
m=一∞ m力删霸置甄僧

∑髫[m]e荫=x(告) (5)
，，研、为肘的蔓奴佰

’』¨’

由上式可以看出，错误的原因出在变量代换

过程中。从式(5)中，可以很直接的看出，求和指

标m是分两部分的，即m为肘的整数倍和m不

为肘的整数倍，这两部分结合在一起构成了求和

指标m是取遍所有整数。在求l，(∞)时，由变量

代换式(3)可知，由于n为整数，所以要求m只取

肘的整数倍。这就要求式(5)中，m不为肘的整

数倍时茗[m]的取值全为O，但由于菇[m]在m不

为膨的整数倍时，其取值不全为0，从而使式(5)

中的后一项为多余项。学生在课堂推导时，恰恰

忽视了这一点，从而得出了错误的关系式(4 j。

2两种正确的推导方法

抽取频域关系的推导方法，在很多教材中都

不尽相同。例如，宗孔德著的《多抽样率信号处

理》中采用的是数字域推导方法心J，胡广书著的

《现代数字信号处理教程》中采用的是z域推导

方法口】，而奥本海姆等著《离散时间信号处理》中

则采用的是模拟域推导方法H J，其共同不足之处

是过程不详细，方法较为复杂，不易理解。下面介

绍两种比较简单，且容易理解的方法。
2．1 采样定理法——模拟域推导方法

使采样率降低的转换，称为抽取【51。抽取的

实质仍然是一个采样过程，因此把推导建立在模

拟信号采样定理得到的结果的基础上是一种很自

然的考虑[6】。假定原始序列戈[n]是由模拟信号

髫。(t)赢。(Q)理想采样而得到的，气(t)是限带
信号。其中最初的采样应满足抽样定理H1，即有

茗[，I]=菇。(nr,)，n∈2铋(∞)
∞。=tQ。<叮r (6)

式中t是采样周期，根据序列信号傅里叶变换与

连续信号傅里叶变换的关系"1可以得到
‘ +∞

一 ．

x(∞)=F1∑未。(w T_2"trk) (7)
‘st"=一∞ ‘B

’

同理，抽取后得到的序列信号Y[凡]完全可以

由模拟信号‰(t)以采样周期肘t进行采样而得
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到，层p

Y[n]=x[Mn]=戈。(nMT．)凡∈Z

】，(小去参、toM-t2，rrr，／ (8)

因此，只要找出式(7)与式(8)之间的关系，就可

以得到Y(to)与X(to)的关系。

利用学过的数学知识，可以把式(8)中的求

和指标r写成如下的形式

f7=iM+后 (9)
Li∈Z．0≤k≤M一1

很显然，这样得到的r仍然是一个整数并且取遍

所有整数，从而有

跏)=瓦1邑M-Ii参(吐糍幽)=
面1 M邑-1怯蛋+an

to-2,rrk

1}
将上式结果与式(7)相对照，可以得到Y(∞)

与X(to)之间的关系

yc小击篆x(学)㈣，
这就是序列信号抽取的频域关系式。

现在来检验一下式(10)是否是21T一周期的

函数。

№)=击篆x(字)=№)2壶荟x(与严)2

击篆x(学)+扣(学‰)=
击薹x(学)+扣(学)

而

Y(to+2"rr)=击蓑x(掣)竺兰击薹x(toT-2"trn)=
击薹x(学)+扣(学)

显然，Y(to)=Y(to-I-21T)，所以y(∞)仍然是2,tr

一周期的函数。

2．2卷积法——数字域推导方法

抽取实质上是一个再采样(resampling)过程，

不是在模拟域中的采样，而是在数字域中的采样。

抽取的等效模型如图3所示。图中的函数Pn(t)、

P朋[几]都称为理想的采样函数。

由于P村[n]=∑6[n—IM]，l E Z，因此，对原

始序列菇[n]的直接抽取Y[n]=石[Mn]，与对数

x。：卜屿回√Y2(∞) U(∞)
PM[hi=，∑，5[n—lM]J E‘

图3抽取的等效模型

Fig．3 Decimation equivalent model

字采样得到的中间过渡序列纸[n]的抽取所得到

的结果是完全一样的，即Y[n]=戈。[Mn]，其中

菇。[n]=菇[rt]·P村[rt]。

为了求出序列信号抽取正确的频域关系，需

要求出P“／7,]的频谱函数。根据离散傅里叶级数

正、反变换公式H5可得

pM[，1]=吉∑∥釉 (11)

其频谱函数为

PM(∞)=等荟6(∞一争) (12)

由频域卷积定理¨1可得

Xs=秘(to)木P肘(to)=

睾(∞)：．c[等荟M-16(tO--2面"IT后)】=

击荟x(∞一净) (13)

由于Y[n]=x[Mn]是经过石。[n]时域压缩M

倍得到的。根据学过的数字信号处理的基础知识

可知，在频域内，Y(∞)应该是X。(∞)经过频域扩

展肘倍得到【9 J。

因此y(∞)=z。(嚣)=击薹x(生铲)
上式与在模拟域所求得的结果是一致的。这也再

次说明了它的正确性。

3 结语

从时域关系看，对序列信号进行抽取，其实质

是降低信号的抽样率，减少原始数据，将原始信号

进行压缩，从频域关系来看，抽取后信号频谱是抽

取前信号频谱的延拓，其差别只在频率尺度上不

同。教学实践证明，在众多的推导方法中，上述两

种推导方法学生理解起来更容易，更能普遍为学

生所接受和掌握。随着教学模式的多样化，此部

分内容若用动画来课堂演示，对课堂教学及学生

学习，将是一种更有益的帮助。
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On the Formula of the Decimation in the Frequency——Domain

CHAI Xiaodon91，YUAN Xia02
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Abstract：This paper mainly introduces the reasonable derivation of the relationship of decimation in the frequency—domain．

Firstly，we begin with the faults which the students made in the classrooms by themselves when deriving the relationship．Second—

ly，we derive their correct relationships from the analog and the tugital domain respectively．In the analog domain，we first sam-

ple the analog signal and then anal)rze it from the ansle of the sample．While in the digital domain，we analyze the sequence sig。

nal direcdy．For the two deduced methods in analog and digital domain，in the paper we nse relatively simple methods based on

sampling and convolution．Finally，we compare the results of these two methods，and verify its accuracy．

Keywords：decimation；sampling；decimation factor；convolution
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