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摘要：讨论了非连通图D。UG的优美性，给出了非连通图D。uG是优美图的3个充分条件。
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1引言与概念

本文所讨论的图均为无向简单图，y(G)和

E(G)分别表示图G的顶点集和边集，记号[m，n]

表示整数集合{／"／t，m+l，⋯，n}，其中m和／7,均为

非负整数，且满足0≤m<凡，其它未说明的符号及

术语均同文献[1]。

图的优美标号问题是组合数学中一个热门课

题‘1。10]。

定义1⋯ 由m个完备图恐的恰有一个公

共点所构成的图成为荷兰m一风车(Dutch／'／'t—

wind—mill)，记作D。”J。

文献[1]已指出：D。是优美图的充要条件

为：m=0，1(rood4)。

本文讨论非连通图D。u G的优美性。

定义2⋯ 对于一个图G=(y，E)如果存在

一个单射p：y(G)-+[0，IE(G)I]使得对所有边

e=(n，秽)∈E(G)，由臼’(e)=1 0(“)一0(tJ)I导出

的E(G)一[1，I E(G)I I是一个双射，则称G是

优美图，0是G的一组优美标号，p7为G的边上的

由0导出的诱导值。

定义3⋯设，为G的一个优美标号，如果

存在一个正整数后，使得对任意的／／,I)∈E(G)有

八M)>k≥以tJ)或八u)≤k<八／3)

成立，则称，为G的平衡标号(或称G有平衡标号

力，且称k为厂的特征。图C称为平衡二分图

(balanced bipartite graph)。

显然，若厂为G的平衡标号，则k是边导出标

号为l的边的两个端点中，标号较小顶点的标号。

定义4【11 在平衡二分图G中，设其优美标

号0的特征为k，并且0(I／,。)=k，0(％)=k+1，则

称u。为G的二分点，％为G的对偶二分点。

定义5【2 J
G是一个优美二部图，其优美标

号为0，y(G)划分成两个集合x、y，如果max0(秽)

<min0(秽)，则称p是G的交错标号。称G是在

交错标号a下的交错图。

事实上，交错图就是平衡图。max0(秽)=k就

是交错图关于交错标号的特征。

2主要结果及其证明

定理1如果图G是特征为k且缺k+2标

号值的交错图(2≤k+2≤IE(G)1)，则非连通图

D。u G存在缺k+1、k+7、k+8和k+9标号值的

优美标号。

证明设荷兰风车D。如图1所示，x、l，是图

G的一个二分化，0。是图G的交错标号，且maxp，

(秽)=lj}<min⋯O(移)=k+1，IE(G)l=q。

定义D。t．JG的顶点标号0为：

0(口1)=k+2，0(口2)=k+6，0(秽3)=k+12，

0(／34)=k+3，0("5)=k+14，0(口6)=k+5，

0(口7)=k+10，0(口8)=k+4，0(口9)=k+11，

a v)：∥移)，口∈x， ‘

’

【0l(")+12，秽∈Y

下面证明0是非连通图D。uG的优美标号。

(1)p：n[O，k]是单射(或双射)；0：y---．．[k
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图1荷兰风车图D。

Fig．1 Dutch wind——mill D4

4，．]}+5，．j}+6}是双射；

容易验证：p：V(D。u G)_[o，q+12]一{后+

4，|]}+5，．|}+6，．|}+12}是单射(或双射)。
掣t

+13，q+12]一{后+14}是单射(或双射)；、

口：y(D4)-+[尼+2，．|}+12]u{||}+14}一{南+

7，尼+8，|j}+9}是双射；

容易验证：口：V(D。UG)_[0，g+12]一{七+

1，后+7，后+8，七+9}是单射(或双射)。

(2)0’(I)1锄：)=10(口，)一0(口：)I=4，

0’(V1口3)=10，0 7(V2V3)=6，0’(V1口4)=l，

07(口1135)=12，0 7(／)41)5)=11，0’(V6V1)=3，

07(V7V1)=8，日’(V6V7)=5，0’(％秽1)=2，

0’(／)9／)1)=9，p’(％秽9)=7。

p’：E(D。)一[1，12]是双射；

0’：E(G)_[13，q+12]是双射。

07：E(D。U G)一[1，q+12]是一一对应。

由(1)和(2)可知，0就是非连通图D。UG的

缺晟+1、_|}+7、||}+8和后+9标号值的优美标号。

证毕。

定理2如果图G是特征为后且缺后+10标

号值的交错图(10≤．j}+10≤I E(G)1)，则非连通

图D。u G存在缺|】}+4、后+5、忌+6和后+12标号

值的优美标号。

证明设荷兰风车D。如图l所示，X、1，是图

G的一个二分化，0。是图G的交错标号，且m呼日。

(口)=|j}<minMO(")=．j}+l，IE(G)l=9。

定义D。U G的顶点标号口为：

0(移1)=．j}+11，0(v2)=后+l，0(秽3)=后+7，

0(口4)=后+10，0(口5)=I|}+22，0(V6)=．|}+8，

0(秽7)=后+3，0(秽8)=||}+9，0(口9)=||}+2，

口(秽)：∥”)，口∈x，一 【01(t，)+12，∞∈Y

下面证明口是非连通图D。uG的优美标号。

(1)9：x_+[0，七]是单射(或双射)；p：Y-．[||}

+13，g+12]一{Jj}+22}是单射(或双射)；

口：y(D。)_[1|}+1，||}+11]u{Ij}+22}一{后+

(2)p’(秽。tI：)=10(口1)一0(秽2)I=10，

p’(移1秽3)=4，0’(V2V3)=6，0 7(V1秽4)=1，

0’(移l秽5)=1l，0’(V4V5)=12，0 7(V6V1)=3，

0’(／／7／)1)=8，日’(V6V7)=5，0’(％分1)=2，

0’(秽9秽1)=9，0’(秽8口9)=7。

O：E(D。)_[1，12]是双射；

0’：E(G)_[13，g+12]是双射。

0’：E(D。UG)_+[1，g+12]是一一对应。

由(1)和(2)可知，0就是非连通图D。u G的

缺Jj}+4、|j}+5、．|}+6和尼+12标号值的优美标号。

证毕。

定理3如果图G是特征为_j}且缺．|}+11标

号值的交错图(11≤七+“≤I E(G)I)，则非连通

图D4 u G存在缺后+1、矗+5、忌+6和．j}+7标号值

的优美标号。

证明设荷兰风车D。如图1所示，x、y是图

C的一个二分化，0。是图G的交错标号，且maDcp，

(秽)=J|}<minMO(口)=后+l，lE(G)I_q。

定义D。u G的顶点标号臼为：

0(秽1)=I|}+12，0(秽2)=．|}+2，0(v3)=J|}+8，

0(V4)=_|}+11，0(口5)=蠡+23，0(秽6)=I|}+9，

0(口7)=|j}+4，p(秽8)=忌+10，0(口9)=尼+3，

p(口)：∥")，秽∈x，一 【01(秽)+12，秽∈Y。

下面证明0是非连通图D。uG的优美标号。

(1)p：扣[0，后]是单射(或双射)；口：h[后
+13，q+12]一{．j}+23}是单射(或双射)；

p：y(D4)一[后+2，矗+12]u{七+23}一{后+

5，．]}+6，．j}+7}是双射；

容易验证：p：y(D。U G)-+[0，q+12]一{后+

l，J|}+5，后+6，．|}+7}是单射(或双射)。

(2)07(V1勘2)=10(口1)一0(口：)l=10，

0’(V1秽3)=4，0’(U2V3)=6，0’(口1口4)=1，

0’(秽l秽5)=11，0’(V4V5)=12，0’(V6V1)=3，

0’(V7V1)=8，0’(V6V7)=5，9’(％钞1)=2，

0’(／)97)1)=9，8’("081)9)=7。

07：E(D。)_[1，12]是双射；

0’：E(G)一[13，q+12]是双射。

0’：E(D4 uG)_+[1，q+12]是一一对应。

由(1)和(2)可知，0就是非连通图D。uG的
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缺k+1、k+5、k+6和k+7标号值的优美标号。

证毕。

引理l对任意正整数儿，设C。。是有4n个顶

点的圈，则c4。存在特征为2n—l，且缺3，z的交错

标号。

证明记圈c。。上的顶点依次为t，。，移：，⋯，

口。。，定义圈C。。的顶点标号p为：

0(口2¨)=i—l，i=1，2，⋯，2凡

pc也i，={44nn一+il，；-兰’in=+1。,，2n’二≥二．．，2n)
容易验证，0就是圈C。。的特征为2n—l，且缺

3n的交错标号。

注意到：3n=(2，l一1)+n+1，由定理l和引

理l有：

推论1 非连通图D。u c4存在缺2、8、9和

1 l标号值的优美标号。

非连通图D。uC。的优美标号如图2所示。

7 13

4

0

15

16

14

图2非连通图D。u c4的优美标号

Fig．2 The graceful labeling of the graph D4 U c4

由定理2和引理l有：

推论2非连通图D4 uC，6存在缺2l、22、23

和29标号值的优美标号。

非连通图D。uC拍中D。的优美标号如图3所

示。非连通图D。uC36中C36的优美标号为：0、48、

19

26

27

39

图3非连通图D4uC36中D。的优美标号

Fig．3 The graceful labeling of the graph D4

ofthe graphD4UC36

1 747、2 746、3，45 74 744 75、43、6、42，7 741 7 8、40、9 7

38、lO、37、11、36、12、35、13、34、14、33、15、32、16、

31、17、30。

由定理3和引理l有：

推论3 非连通图D。u C加存在缺20、24、25

和26标号值的优美标号。

非连通图D。uC∞中D。的优美标号如图4所

示。非连通图D。u C柏中C40的优美标号为：O、52、

1 751、2、50、3、49 74、48、5、47 76，46，7、45、8、44，9、．

43、10、41、11、40、12、39、13、38、14、37、15、36、16、

35、17、34、18、33、19、32。

2l

2

图4非连通图D4uC。中D4的优美标号

Fig．4 The graceful labeling of the graph D4

ofthe graph D4u％

引理2⋯ 当m、n为任意自然数，且当m≥

2、n≥2时，完全二分图K。．。存在特征m—l(或n

—1)缺标号值m+1(或n+1)的交错标号。

由定理1和引理2有：

推论4当m、n为任意自然数，且当mI>2、／'t

≥2时，非连通图k．。uD4存在缺标号值m、m+6、

m+7、m+8(或n、n+6、n+7、n+8)的优美标号。

例l 非连通图坞．。u D4存在缺2、8、9和10

标号值的优美标号如图5所示。非连通图墨。u

眈存在缺3、9、10和1l标号值的优美标号如图6

所示。

12

5

7 13

11
6

4

15

图5非连通图D。u玛．。的第1种优美标号

Fig．5 The first graceful labeHng of the graph D4 uK．4
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13

6

8

12 7

5

16

18 15

2 l 0

图6非连通图D4 u玛．。的第2种优美标号

Fig．6 The second graceful labeling of the graph

D4u＆．4

例2我们把圈C。的每一个顶点都粘接一

个图G，这样所得到的图称为圈C。的G一冠。因

为圈C。的C。一冠存在特征为9缺11的交错标

号，所以非连通图(C。的c4一冠)uD4存在缺lO、

参考文献：

16、17和18标号值的优美标号，非连通图(C。的

C。一冠)uD。存在缺10、16、17和18标号值的优

美标号，如图7所示。

20

13

15 21

19 14

12

3

图7非连通图D4 u(c4的c4一冠)的优美标号

Fig．7 The graceful labeling of the graph

D4Uc4一corna of the cycle c4
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The Graceful Labeling of the Unconnected Graph D4 UG

WU Yuesheng

(School of Basic Science，East China Jiaotong University，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract：The gracefulness of the unconnected graph D4 U G is discussed．Three sufficient conditions ale given for the graceful—

ness of unconnected graph D4 U C．

Keywords：graceful graph；balanced bipartite graph；unconnected graph；graceful labeling；Dutch m—wind—mill
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