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摘要：在阈值分红策略下研究了独立二元对偶风险模型，得出了公司直到破产时刻为止的累积

红利期望现值函数所满足的两个积分一微分方程，求出了这种情况下的广义Lundberg基本方

程，最后运用Laplace变换得出了微积分的解。
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风险是对损失不确定性的一种度量，现代金

融学研究的一个重要课题就是对风险的刻画。精

算学是以保险行业的风险为主要研究对象，以概

率论、数理统计以及随机过程为主要研究工具，通

过建立数理模型来估计、分析未来不确定事件产

生的影响，为保险人在现实中进行有效的风险管

理和控制提供理论和技术支持。在保险精算数学

的范畴内，破产理论是风险理论的核心内容。破

产理论研究的是保险人长期的财务状况的变化，

更确切地，是研究和监督保险人的盈余随着业务

的发展而产生的变化，当盈余为负时则认为破产。

但是经典风险模型是一类最简单的随机过程模

型，出发点是为了使研究更加方便，而在实际的应

用中，这种风险模型往往具有一定的局限性。为

此将原来一种索赔情况推广到多种索赔情况使得

模型更加贴近于现实情况，对保险公司的决策将

会更加有利。文献[1]在经典风险模型的基础上

考虑了两类独立的索赔问题，其中第一类索赔次

数为一个Poisson过程，另外一类则为更新过程，

求出在无限时间的情况下对应的破产概率。

破产理论中的红利问题最早是由De Finet—

ti旧。在纽约第15届精算师代表大会上发表的一

篇文章中提出来的，由此便产生了风险理论最前

沿也最流行的分支：分红策略的研究。保险公司

为了吸引更多的用户，将分红策略考虑进了很多

保险业务中，即投保人可以得到传统保单规定的

保险责任外，还可以从保险公司经营的利润中获

得较高的投资回报。文献[3]就是在Gamma—O-

mega模型中考虑了带障碍策略的分红问题，并获

得当盈余为负值的时候，公司经过自己的再发展

而不能起死回生的破产概率；文献[4]讨论的是

在一个复合泊松风险模型中考虑阈值策略，计算

出直到破产为止的红利贴现值，以及使得红利贴

现值达到最大时的最优阈值；文献[5]推导出经

典风险模型中对偶模型下满足总贴现红利期望条

件的一类积分微分方程，并以此得出在障碍策略

下的红利表达式以及最初盈余和障碍值之间的独

立关系；文献[6]在障碍策略下考虑一个广义E卜

lang(n)对偶模型，获得满足边界条件时股利贴现

的期望以及矩母函数所满足的积分微分方程；文

献[7]是在文献[5]的基础上将对偶模型从障碍

策略情况推广到阈值策略，得出了相似的结论并

且得出障碍策略就是阈值策略的极限情况。

本文基于以上情况，在文献[7]的基础上，将

原来在阈值策略下对一元对偶模型的研究推广到

独立二元对偶风险模型，从而更加贴近于风险多

样化和复杂化的现实情况，为科研工作者发明创

造所遇到的风险提供了更好的风险刻画和监督。

1 模型介绍

考虑两类收入独立的对偶风险模型，它们的

盈余过程可以表示为

U(t)=／3,一ct+S(t)，t≥0 (I)

该式中u=U(0)为初始资金；c为花费率；
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S(f)表示t时刻的总利润。{J7＼，。(t)；t I>0}，{Ⅳ2

(t)；t1>O}分别表示收入x与收入l，在[0，t]内收

到的收入个数且分别服从参数为A，与A：的泊松

过程，{xi；i≥1}和{l；歹≥1}分别表示收入x与

收入y在第i次与第_『次的利润额。{J7v，(￡)；t≥

0}，{Ⅳ2(t)；tt>O}，{Xi；i≥l}以及{yJ；_『≥1}是两

两独立的随机变量序列。设它们的分布函数分别

是F(菇)与c(y)，密度函数分别为八戈)和g(Y)，

均值分别为以和p，。
对盈余过程考虑一个阈值为6的阈值策略，

当U(t)<b的时候，费用率为c，但不支付红利；

当U(￡)>b的时候，费用率为c：，且c：>c。，红利

以c：一c。的比率来支付。则

du(￡)：f—c·[u(t)]+ds(￡)；u(f)≤6 (2)
【一c2[U(t)]+dS(t)；U(t)>b

设T=inf{t：u(t)=0}表示破产时刻，利息率

为6(占>0)，所以到破产时刻为止总红利的贴现

值为
，r

D(b)=(c2一c。)J e谁，[U(t)>6]dt

所以直到破产为止总的红利贴现值的期望为

V(u；6)=研D(b)I U(O)=Ⅱ]

同时令

y(“；6)：∥Ⅱ；6)，o<u≤6
LE(Ⅱ；6)，b<u<+∞

2积分一微分方程

2．1分红函数在0<M≤6时U(t)满足的积分一

微分方程

定理l 当0<11,≤6时，V(M；b)满足下面的

齐次积分一微分方程

一ClV’1(11,；6)一(Al+A2+6)K(11,；6)+
，b一“

A1 I yl(u+戈；6)dF(x)+
．io

A1 1． K(u+戈；6)dF(x)+
J 0一"

．6一“

A2 I K(Ⅱ+菇；6)dG(x)+
aO

A2 J．。K(M+戈；6)dG(x)=0 (3)
J D一“

证明：考虑在区间(0，dt]内收入产生的情况，

可以分为如下的几种情形：

(1)在(0，dt]内第1类收入x’没有产生收

入，第2类收入y’也没有产生收入，即不产生任

何的收入，则其概率为(1一A。dt)(1一A：dt)；

(2)在(O，d￡]内第1类收入x7产生收入，第

2类收入l，’没有产生收入，则其概率为A。d￡(1一

A2dt)；

(3)在(0，山]内第1类收入x’没有产生收

入，第2类收入y7产生收入，则其概率为A：山(1

一Aldr)；

(4)在(o，d￡]内两类都产生了收入，则其概

率为A2dtAldt=0(dt)。

则当0<Ⅱ≤6时，有全概率公式知，

K(Ⅱ；6)=E[D(b)I U(O)=u]=

(1一Aldt)(1一A2dt)e-r'atE[V1(“一cldt；b)]+

A1dt(1一A2dt)e一础E[V1(u—C1dt)+：l；6]+

A2山(1一A1出)P-础E[K(u—cldt)+乏；6](4)

运用二阶泰勒展开式知

E[K(u—cldt；6)]=

E[H(u；b)+V7l(u；b)(一cIdt)+

掣(-cld￡)z+o(dt)]：
K(Ⅱ；6)一c1∥l(u；b)dt+0(dt) (5)

而

E{Ⅵ[(M—cldt)+=1；6]}=

E{K[(M—cl&)+。l；6]，[zl∈(0,b一(u—cld￡))]+

K[(n—cl&)+z，；6]如，∈(6一(H—c，出)，+∞)]}=

E{耻(配一c1&)+毛．6]，[：。∈(0,b一(u—c。山))]}+

E{K[(u—cl山)+z1；6]，[：l∈(b一(u—cl&)，+∞)]}

(6)

对于

E{K[(u—cldt)+毛；6]，[zl∈

(0，b一(M—C。dt))]}=

『6一‘“11出’K[(u—c，dt)+菇；bJ dr(戈)：

加一(H—ol出)

l [K(u+菇；6)+矿1(u+戈；6)(一cldz)+

!二Li掣(一，)z+0(dCldt U dt)]dF(戈)(一／)—————：■——一【一 ，+ ，J d，L戈，L，

同时

E{也[(“一cldt)+二l；6)，(=1 E

(6一(u—cldr)，+∞)]}=

￡⋯m[K(u+戈；6)+坎(M+戈；6)(-cld￡)+

!二』掣(一c。，)：+o(ddt dt)]d⋯C,t戈)(8)—————i————一L—c1 ， + J J 戈， L6 J

同理可知

E{Ⅲ(H—C1dt)+z2；b]}=
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J [K(Ⅱ+石；6)+矿l(u+戈；6)(一C1dt)+

!：_掣(一c。dr)z+0(at)]dG(茗)+
E⋯Ⅲ[K(Ⅱ+茹；6)+哎(u+省；6)(-cl山)+

型等盟(_clat)z+0(ddt ot、)]dG(dG{,x)(9)————■■——一L—c1 + J ，Ly，

把(5)、(6)、(7)、(8)、(9)代人(4)并经过化简，

再将等式两边同时除以dt；并令dt—幻，则可以得

到(3)，即我们所要得到的结果。

2．2分红函数在b<U<+∞时的积分—微分方程

定理2当b<u<+∞时，％(u；6)满足下面

的非齐次积分一微分方程

一c2∥2(u；b)一(A1+A2+艿)％(u；b)+

Al J E(M+戈；6)dF(x)+

A2 J K(u+戈；6)dc(戈)+c2一cl=o(10)

证明与定理1的相同，这里省略。

3运用Laplace变换求V(配；b)

3．1广义Lundberg方程

由于上面的积分一微分方程的解与广义

Lundberg方程的根有关，接下来讨论广义Lund—

berg方程。记

Mx(0)=f e缸dF(x)，

M，(0)=J eOxdG(x)

分别是P(X)与Q(x)的矩母函数。

定理3上述(4)式所对应的对偶风险模型

的广义Lundberg方程为

A，[^％(p)一1]+A2[肘r(0)一1]一cO=艿(11)
证明：由文献[10]中的定理5知道，存在一

个6满足下面的鞅条件：

E(e讲叫+‘‘’l U’(0)=It)=e乳

故
NI(O N2Ct)

E(e-a+ou(t’I u(o)：耻)：研e咕坝Ⅱ“+舌置+磊p]：
NI(I) 屹(I)

eoue-(。+c班E[。。董以]E[。，§弓]：
e加e一(6+。O)tell‘[蜥’(P)-l】e12‘[村，(8)一1】=

e细e一(6删)‘+Ⅲ朋x’(∞一l J+^2t[MⅢ)一l J

当上式等于e出，即要求

e一(6+co)H_l‘[肼F(口)一1】+^2‘[村r(口)一1】 =1

所以它的广义Lundberg方程为

A，[』I靠，(臼)一1]+A：[肘y．(0)一1]一cO=6。

注：该模型的广义Lundberg方程有一个唯一

的非正根。因为令

m(0)=

A。[MJ，(0)一1]+A2[Mr(0)一1]一c侈一6

贝0 m(0)=一占<0，m(一∞)=+∞，并且m”(0)

=』f。菇2e缸dF(x)+104戈2e出dG(x)>o

所以m(0)在(一∞，0)是凸的，所以m(0)具

有一个唯一的非正根。

3．2运用H(Ⅱ；6)求V(u；6)

定理4 一个独立二元的复合泊松对偶模

型，在没有红利的前提下，它对应的花费率是常数

c，那么破产时间r的Laplace变换可以表示为

M(u)=E[e书7 l u(o)=u]=e船

这里的见是广义Lundberg方程A。[帆，(0)
一1]+A：[肘r(0)一1]一c日=6的唯一的非正根。

证明：定义一个过程{Z。(t)：t>10}，其中

乙(￡)=e咄删o’。考虑该对偶风险模型的盈余过

程，其中Xi，yf，N1(t)，N2(t)是两两独立的，而且
N1(I) 心(1)

s。(t)=三Xi与s：(t)=互l都具有独立平稳

增量性，故它们的和也具有独立平稳增量性，所以

{u(￡)}具有独立平稳增量性。采用文献[7]中引

理1的证明方法可得{乙(t)}是个鞅，即可以得

出结论。

定理5当u>b时，有

屹(U；6)=

c2-c,)坠车当∥：n圳r(b；6)(12)
其中，R；2’为广义Lundberg方程A。[峨，(0)

一1]+A2[Mr(0)一1]一C20=艿的唯一非正根。

这个证明与文献[7]定理2的证明类似，故

省略。

定理6令z=b—U并且令W(z；6)=V(b—

z；6)，则

地善竺!竺燮二竺竺笺些
c1亭一(A1+A2+6)+A√I孝)+A29(亭)

+
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咖㈩等鑫掣+坞一c，)R：2’[；(f)一1]+亭[；(一月；2’)一1]
孝(f+R：2’)

^

^

c1亭一(A。+A：+6)+A√≮f)+A29(f)

其中W4,g分别表示彬六g的Laplace变换。

证明：将(12)式代入(3)式得：

C1V’l(M；6)+(A1+A2+6)VI(11,；6)=

Al} ■(M+戈；6)dF(x)+

A。肌(c2咱)止等竺+
e彤2’‘H。6。J’y(6；6)]dF(菇)+

A2 I V1(u+戈；6)dG(石)+

A：肌(c2飞)止等竺+
e852)(u书z’V(b；6)]dG(菇)

所以，

C1V’l(U；6)+(A1+A2+占)Vl(u；b)=

A1 I V1(u+菇；6)dP(x)+

垒三掣[1一F(b一Ⅱ)]+
A。[V(b；6)一!生二}旦]fj。eR52’(u一6一，’dF(石)+

D J b～o

A2 J V1(Ⅱ+戈；6)dG(x)+

垒三掣[1一V(b—u)]+
A：[V(b；6)一半]fj。e磁2’(u一。一，)dc(石)

O J 6一o

(13)

令：=b—u，定义W(：；b)=V(b一：；b)(0≤：≤

b)，将其代人上面的等式，则

一cl肜(石；6)+(Al+A2+6)W(z；b)=

A。f‘职戈；6狄z一石)出+丛等型[I—F(：)]+
30 D

Al[形(o；6)一!学]re舻∽z)dr(并)+
A：(。毗；6)g(名一戈)出+掣[1一c(z)]+

A2[形(o；6)一!学]f+”e舻∽：)dG(菇)
式中，初始条件和边界条件分别是：

w(o；6)=V(b；6)和W(b；6)=y(0；6)=0

记留(二)=形(三；b)，对上面的方程两边同时运用

Laplace变换，则可以得到：

c。埘(o)一c，手0(f)+(A，+A：+艿)茹(亭)，=

币㈣拍+掣半+
“们，一字，鼍‰掣+
A：。(f)言(亭)+掣!—二i爹量主上+
蹦邮，一字，鼍‰掣

址一竺!竺燮：芝竺兰芝
cIf一(A。+A2+艿)+A L7≮宇)+A29(f)

枷。

咖㈩毪斋掣+ A：(c：一c。)尺：2’[言(f)一1]+}[量(一尺：2’)一1]
6 亭(手+尺：2’)

+

^
^

C1f一(Al+A2+6)+AJ'(亭)+A29(亭)

注：由广义Lundberg方程A，[M，，(p)一1]+A：[M'，(p)一1]一C20=6知道，当c：一+∞的时候，R；2’

所以， 。黑坚0斗虹盟器器型删=02—++o f(f+“：。7)

c：R：2’叭亭)一1]+“以一R；2’)一1]
艿 亭(亭+R；2’)
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AT删lib川C62一
尺；2’叭f)一1]+f叭一尺；2’)一1]

亭(f+尺：2’)

九舰嵫辨盟：』盟型1硝2)卅鹫(亭+磁纠)
同理可以得出

+手叭一R：2’)一1]

枷㈩鼍器掣+

争拍一拍]
A：c：一c。)R；2’[言(亭)一1]+亭[言(一尺；2’)一1]

6 亭(亭+R；2’)

C1f一(A。+A2+艿)+Alp(手)+A2q(f)
1 ． ．

一三；[g(f)一1一括’(o)]

所以当c：一+∞的时候

． c，协(o)+A。埘(o)叭孝)一1]一鲁叭孝)一l一茹’(o)]一鲁[言(孝)一1一菇’(o)]
埘(宇)叶—————————————————————』．_————————_—————_-￡———————————一C1亭一(A1+A2+6)+A1p(f)+A29(f)

当A。=0即|s：(t)不存在的时候，就与文献 模型，比一元的情况更加符合实际，很有实际应用

[7]中的推论4．1一样，同时当c：一+∞这里的w 价值。本文得出的在二元情况下障碍策略依然是

与在障碍策略下的值相同，也就是说当c：一+∞ 阈值策略的极限形式的结论，从红利方面为投资
的时候，阈值策略就是障碍策略。 者投资提供一些指导建议。

4结论

本文在阈值策略条件下研究了独立二元对偶
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A Binary Dual Risk Model Under the Threshold Strategy

ZHOU Jinle，WANG Chuanyu

(Coil．of Math．and Pht．，Anhui Polytechnic University，Wuhu Anhui 241000，China)

Abstract：In this paper，we study the binary dual independent risk model under a threshold dividend strategy and derive a set of

two integro—differential equations satisfied by the expected total discounted dividends until ruin and find the basic equations of

the generalized Lundberg in this case．In the end we use the Laplace transform and obtain calculus．

Keywords：a dual risk model；threshold strategy；integro—differential equations；Laplace transform(责任编辑：张英健)
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