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C余弦函数的概率型逼近问题

李晓敏
(盐城工学院基础教学部，江苏盐城224051)

摘要：借助于算子值数学期望以及概率论方法，利用C余弦函数与C半群之间关系、Taylor展开

式、Hslder不等式及适当的随机变量矩生成函数等工具，得到C余弦函数概率型逼近表达式及

其更一般的结论，并利用推得的结论从生成元的角度给出了C余弦函数概率型逼近的指数公式。
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近年来算子的表示和逼近得到了广泛的发

展，Pfeifer【l-4]给出了C。半群的形式简单而又普

遍适用的概率表示式，并提供了这些公式收敛速

度的精确估计；陈文忠等∞。61对于c0半群及c半

群概率型的表示做了深入的研究；指数有界C余

弦函数的概念由Tanaka¨1引人，同时在C具稠值

域时引入了其完全无穷小生成元的概念，并给出

了指数有界C余弦函数的生成定理极其对二阶

抽象cauchy问题的应用。

本文在半群概率型逼近基础上讨论了指数有

界C余弦函数的概率型逼近问题，利用指数有界

c余弦函数与C半群之间关系推得的泰勒展开式

(引理3)及H6lder不等式，得到了c余弦函数概

率型逼近表达式(定理2)，从而推出了其更一般

的概率型逼近结论(推论1)，并利用所得结论从

生成元的角度给出了C余弦函数概率型逼近的

指数公式(定理3)。

1 C余弦函数的定义及性质

假设X是Banach空间，B(x)为X上的一切

有界线性算子的集合，D(A)表示A的定义域，R

(A)表示A的值域，CEB(x)。

定义1[71设(x，l|·0)是Banach空间，C∈

口(x)为单射，若算子c：尺一B(x)满足

(1)C(t+s)C+C(t—s)C=2C(t)C(s)，V t，

s∈R：

(2)C(0)=C；

(3)t—C(t)x对每一固定的z∈X在R上是

连续的；

(4)存在M，to，>0，使得0 C(t)0≤胁引“。
则C：R一+日(x)称为是x上的一个指数有界的强

连续C余弦函数，简称为指数有界的C余弦函

数，记作C(t)∈G(M，∞)。

性质1 易于验证c(￡)：丛堕之掣_=监满

足(1)、(2)、(3)，故它是余弦函数，其中^(t)是

B生成的c0半群，A=B2。

性质2【81设A是指数有界c余弦函数

C(￡)的无穷小生成元，则下面结论成立

(1)A为闭算子，且尺(C)∈D(A)；

(2)Vx∈X，』：(t—s)C(t)xds∈D(A)，且

AR(t—s)C(t)xds=C(t)x—Cx；

(3)V戈∈D(A)，C(t)戈EO(A)，且
，|2

告c(￡)石=C(￡)触=AC(t)x。

2 C余弦函数的概率型逼近问题

引理l【21设S(·)石是可测的，且对所有戈∈

x其赋值是独立的，若II Is(·)0≤g(·)，其中g

(g≥O)是一般意义下的可积函数，则S是广义

Pettis可积的，且
r r

0 I s如l|≤I g札
oll o¨

定义2【21设u是实值随机变量，E(U)=f，
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称％(‘)=E(t“)，(￡≥0)，为概率生成函数，称

蠕(t)=E(e坩)，(t∈R)为矩生成函数。

引理2[91(Htflder不等式)若(Q，F，P)为概

率空间，r∈(0，∞)，用r(Q，F，P)表示一切使』I

∥7dP<∞的，可测函数类。设U∈∥(n，F，P)，

y∈L9(Q，F，P)，1+1。：1，p>l，则
P 口

‘

E uy I≤(E l U f’)1印·(E y 4)1／4

引理3‘61(泰勒展开式)设B为C半群

{T(t)}伽的无穷小生成元，若菇E D(B7)，r≥1，

则对Vs，f≥O，有：

T(1)菇一r(s)石=

薹掣m渺茄+工‘罡错m删u
定理1设A是c余弦函数c(t)的无穷小

生成元，A=B2，若石∈O(B7)，r≥1，则对V s，

t≥0，有：

C(t)聋一C(s)名=

芝止≠业止L岫比+k 2急 !
⋯‘

f‘蝶地L上笪蛐B"xdul 2上 (r～ )!
。 “

证明：

C(t)x—C(s)戈=

垒!12±垒(=!!z一垒(!)±垒(=兰)公一
，' 一 ^ ^一

业啦+址立掣石：
薹掣挚‘菇+

f‘蝶华肌dM+IJl(r一)1 2”⋯。

芝止≠％幽t石一 ·k白 1 2⋯

[‘等等1华矾du：上(r一)1 2“⋯

芝尘≠业LL业如+k厶=l k 1 2
⋯

f‘蝶地L上业业眠dMl 2上(r一)!
“⋯“

定理2设A是C余弦函数C(t)的无穷小

生成元，A=B2，U是非负实值随机变量，E(U)=

t，or2(U)=or2，存在艿>0，使娣(占)=E(e6“)<

∞，则对土P+寺=1(p>1)，当6≥舢≥o时，有
0 E[C(U)]茗一CfE(U)]髫Jl≤

坐2 IIA*II{矿∥“蟛∞)]71[E(I u—tI勾)]÷}

(I)

其中菇E D(A)

』E[C(U)]名一CEE(U)]戈II≤

M饼lIAr2：II Ior'e"+[甥∞)]古[E(I u—t吲÷}
(2)

其中戈E D(A2)

证明：当戈∈D(A)时，由Taylor展开式和

HOlder不等式，得

0 E[C(U)]菇一C[E(U)]髫0=

0 E[C(U)]菇一C(f)戈0=

II E[(u一￡)业0墨丑觑+

J：U(u—u)垒量旦立—掣2并du]II=
l|H(U—u)^(u)A菇dM II≤

鲁Il舭II E(：I u一￡I 2+∥I u—t 2)=

翱舭II[∥E(I u圳2)+E(e洲t u圳2)]≤

M々Ilax II{矿∥“蟛∞)]古[E(I U-t I卸)]i1}

(I)式得证。

当菇eD(A2)时，由于

C(V)x—C(t)x=

(U—t)业匕j坠尘纸+

．掣业)二耸尘盹+‘

2 1 2
⋯’

掣坐掣眈+3 1 2
⋯’

f“掣地生笋型如dⅡ上 3 1 2 ⋯一

所以

0 E[C(U)]戈一C[E(U)]菇|I=

0 E[C(U)]算一C(t)戈0=

II E[掣蚴芦3菇+fu盟笪业幽雷·池]116 2
：

)t ⋯”—j

II Ej!u气丛m)A2xdu II≤

等IIf菇似∥I u刊4+∥I u圳4)=
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等II A2茗II[∥E(I u刊4)+E(∥I u刊4)]≤

M饼IIa2戈II{D，∥+[奶(舢)]古[E(1 u一￡I如)]iI}

(2)式得证。

类似的，我们可以得到以下推论：

推论1 设A是C余弦函数C(t)的无穷小

生成元，A=B2，U是非负实值随机变量，E(U)=

￡，or2(U)=盯2，存在占>0，使娣(鳓=E(e础)<

∞，则，对上P+19=l。(p>1)，当占≥舢≥O时，

对戈∈D(A7)有

|l E[C(U)]石一C[E(U)]石0≤

两M IIX戈II{矿∥“娣∞)雕1(I u—t吲寺}
下面从生成元的角度给出一般形式的C余

弦函数C(￡)概率逼近式及指数公式

定理3设A是C余弦函数C(t)的无穷小

生成元，A：B2记B。：掣，则有
II C(f)厂一e酊‘了1 I|≤

虿M∥II AfII[亭+2手exp(譬2折)](3)
其中厂∈刚)，丁>詈

II c(亭)，一e锕’才II≤

势蝴l[拳+锈唧(挚折)]
(4)

其中厂∈D(A2)，丁>÷

证明 先证明(3)式，设{N(丁)I 7->0}为

Poisson过程，且E[N(r)]=《，取x(r)=．'--N(下)，

则有

E[x(丁)]：E[上Ⅳ(丁)]：f，

参考文献：

盯zI X(丁)]：盯z[1--N(丁)]：立，

蚝¨=exp[7-so(e∥7一1)]，

El(X(丁)一手)·]：3≤+喜≤4妥，(f>了1)，

El c[x(7-)]}：El C[上Ⅳ(丁)]}：

∑C(，k---)P[N(7-)=后]=

。九(生)+^(一生)
∑—L_-—LP[Ⅳ(丁)=k]=Z一 ，' ‘L‘’、。／ o

k妻=O丁1{[^(÷)]‘学叫+
⋯一1)37-‘掣e嘈}=，f：

’

扩．上：e婀-打

在(1)式中令P=2得

II c(x)f—e酊‘了1 0：II E[C(X)y—c(亭)fll≤

MIIafll{导∥+[E(1 x一亭l 4)]忱[赋(如)]忱}≤

M IIAfII{号e“2-．gexp[-17-s占(e撕一1)]}=
MIIAfll e'《{毒+芋exp[丢《(∥7一1)一心]}≤

胁衅II Af ll[号+2手exp(簪耐7)]，
(，∈。㈤，丁>了1)

(4)式的证明同(3)式。

从而得出C余弦函数概率逼近指数公式。

推论2设A是C余弦函数C(t)的无穷小

生成元，A：B2记B。：掣，则有
c(亭)厂：lime舸‘分
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(School of Civil Engineering&Architecrure，Chongqing Jiaotong University，Chongqing 400074，China)

Abstract：Combined with the existing road reconstruction operation status of irregular and old road the trend，the problems of the

old road reconstruction of mathematics are presented．According to fitting approximation principle。a mathematical model of the

old road is set up．Through continuous optimization of the mathematical model，a linear function of target is obtained，and numer-

ical calculation software MATLAB program，for example by trial model，obtains the linear parameter ideal．The results show that

the fitting parameters roHte mathematic problem obtained is reasonable and reliable and call be used as a design reference．
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