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一类wishart矩阵相对特征值的分布问题研究

卫 飚
(南京政治学院基础部，江苏南京210003)

摘要：在统计分析中，特征值的分布问题是重要内容。从wishaa矩阵的密度函数得到AB‘1特征

值以及在r≤m条件下AB。1特征值的密度函数。
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在多元统计中经常遇到特征值的分布问题，

若A～既(n，∑)，，l≥m，则A的密度函数为

以A)=

——：———Tj——j1 e打(一土2∑一A)I A n一“’1’以
2枷r。(毒n)I∑I p、

- 。

若∑=，，因为tr(A)=夏Ai，lAI-H．Ai，其中

Ai(i=1，⋯，m)是A的特征值，则

A的密度函数就成了A的特征值的函数，其

次，在主成分分析、典型相关分析和不变检验中都

要遇到求AB。1的特征值分布问题，因此特征值的

分布问题是多元分布理论中的重要内容。

1 AB一的特征值分布

引理1‘11设彳．既(r，，，行)，宫～矾(n—P，

，)，且彳与宫独立，这里r>-m，n—p≥m，则矩阵F

=射宫。1前的密度为

以r(一告jjf)，E[{(n+r—p)；了1 r；告静(，+户)一1]×

型垫；竺监b o
r。(i1 r)L[{(凡一p)]det(1+户)h帅y2

引理2‘11 设A是一个m×m随g,-F定矩

阵，其密度为八A)，则A的特征值1l’．一，1。的联

合密度为

：冀i珂(卜‘)kf(HLH，)(阳)，r。(÷m)“’
“儿州

Z1>⋯>l。>0

其中H E 0(m)，满足A=HLH’，而L=diag(z。，

⋯，Z。)，且￡与日独立。

引理3【11 设x是一个m×m正定矩阵，y

是一个m×m对称矩阵，则

L，■(％⋯，。，；6l'．一，6一；XHYH，)(衄)=
pF：哪(口1’．”，0p；6l'．一，bg；x，Y)

其中(d日)表示0(171,)上的标准化不变测度。

定理1 设A—眼(r，∑，n)，Q=∑。1M’。肘。，

曰～既(n-p，∑)，这里r≥m，n-p≥m，且A与B

独立，则AB。1的特征值■，⋯以的联合密度为

e打(一下1 Q)。F：m’[÷(n+e打(一下Q)lF：帕[÷(n+

r—p)；丢r；÷Q，F(，+F)一·]×

L[告(n+r—p)]1T糊 。 f(r_。_1)门

可焉万瓦雨珥尚缈×
Ⅱ∽一Z)，

■>厶>⋯>厶>0

证明：因为A～既(r，∑，Q)，B一既(n—P，

∑)，贝0；fi-岔=∑一彳l A∑一丁1，w，m(r，，，商)，宫=

∑一寺B∑一丁I一谚_(n—P，，)，其中在=M—M‘=

∑一丁肘’l肘l∑一。

^，⋯以是矩阵膳“的特征值，等价的是P
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：希宫。1Ad2的特征值。

在引理1中作变换F=HFH’，其中F=

diag(f，，⋯以)，H∈0(m)

再由引理2得F的特征值■，⋯工的联合密
度为

置iH一石‰f(HFH，)(d日)2F 1
i<j。(im)

阳㈣’

一～ 1 r仁nrn∥2m -Lr—n、1

南玎-f,-妞(-扣再*mL 2而X'。''而F／J×L暗m)吲 ‘L砖r)rm晴@一p)]

L。州寺(n+r—p)÷专Q(脚，)(J『+
HFH，)一-]』业幽：乓d(日)(1)

因为F=HFH’，其中F=diag∽，⋯以)，H∈
0(m)。所以有

det(HFH7)=兀工，

det(1+日朋’)=兀(1+Z)，

(HFH’)(，+HFH’)～=

(HFH7)(HH7+HFH7)～=

(删，)[H(I+F)H7]～=
HFH’H(I+F)一1H7=HF(I+F)。1日’

￡㈤。F。(丢(n+r—p)；÷r；丢献们日，)(，+
HFH’)一)d(日)2 L。F·[寺(凡+
r—p)；下1 r；寻袖F(，+F)一1日，]d(日)：

，F，(m’[÷(n+r—p)；÷r；了1 Q，F(I+F)一1]

兀(Z一石)，
I(J

工>五>⋯>厶>0

2 r≤m条件下AB。的特征值的密度函数

下面考虑定理1中条件为r≤m的情况，此

时，墙(y?B“l，?7)=r，而^，五··Z(^≥⋯≥f>

0)是矩阵y?B。1 y1．’的特征值，或等价的是AB。1

的非零特征值，这里A=Yl”Y1’仍服从非中心

Wishart分布，但此时它不存在密度函数。工，⋯，

厶的分布由下面定理给出。

弓I理4【21设A—Wm(n，∑)，n>m一1，M是
k Zm阶矩阵，以(M)=k，则

(MA‘1M，)_1一耽[n—m+k，(M∑一M，)-1]

引理5⋯设随机矩阵Z=Z。。。，以(Z)=m，

分解为Z=H。T，其中日。为n x m阵，满足日’lE

=，m，Te UT(m)，其对角元素为正，令H：为孔×

(n—m)阵(它是马的函数)，使得H=(日。；幔)

为n Z n的正交阵，记H=(^1，⋯，h。，h。+l，⋯

h。)，其中危l’．“，^。为日。的列，h。+1'．一，^。为哎

的列，令A=Z’Z，则

(dZ)=21(detA)‘””1’门(dA)(日’。d日。)

引理6⋯ 设z是一个m z rn复对称矩阵，

Re(Z)>0，Y是一个m Xm对称矩阵，则

j咖(一脚(de田；如+1m‘(喁，⋯埤扣。，⋯,bq∞(∞=
J．Y>o

’
‘

F。(a)(detZ)P+1-a Fq(a1’．一，口P，a；b1’．一，bq；z。1)

且有

J err(一回(det姊<删y2‘㈤(％，⋯辟巍?··岛≯，矽㈤=
JX>O

‘ 。

r。(a)(detz)P-+alF口‘4’(al，⋯，Up，ct；bl，⋯，bg；z～，Y)

其中P<q，Re(O／)>÷(m一1)或P=q，Re(a)>

(2)
．1

这里应注意Q：∑一，M，。M。的特征值与商的特 虿(m一1)，且II
z。1 II<1(II l，II≤1)

征值相同。

综上由(1)和(2)即得AB。1的特征值^，⋯，

厶的联合密度。

注：若M，=0，则Q=0，此时AB。1的特征值

工，⋯以的联合密度为

11矽2rm[÷(凡+r—Jp)] 。 ，(，一-1)／2

爵而蠹瓦雨耳南矽×

定理2设B～既(rt-p，∑)，A=Yl”Yl‘，这

里y1．一Ⅳr。。(M，，‘O∑)，且y1．是r Z m的与B

独立的随机矩阵，其中n—p≥m≥r，则户=Yl*B—

y?’的密度为

附(一{行)。E(÷(n+

r—p)；i1 m；÷耐(，+iz)一，)×
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r，【÷(⋯一p)】 "一帜
r，(2m)rr【÷(凡+r—p—m)】l J，+户P训／2

，>0

其中行=M，∑一M’，

证明：记U=Yi‘∑一，U～N，。。(M’，‘o

Im)，M+：M。∑一丁1，宫：∑一丁I B∑一÷，宫。形二(n—

P，Im)，所以，=y1．B。1 y1．’=U岔“U
7

记u’=日。r=c日。，见，(吾)=日(吾)，
其中H1是m x r阶列正交矩阵(H'1H。=‘)，T是
r X r的上三角矩阵。也是一个m x(m—r)矩阵。

它使H成为m x m正交矩阵，即H E 0(m)。于是

有

F=(丁7。)H'J7～日(。T)=

(r’。)(日7iTH)。(吾)=r’云。1r
其中B‘1是一个r×r矩阵，它由(H’船)一的前r

行和前r列元素组成。给定U，F条件分布为

既(n—p，L)，与条件U分布无关，故日7妇一
既(凡-p，Im)

由引理4有云。Ⅳ(n—p—m+，，It)，且U与

B相互独寺．

U和B的联合密度为

㈤“‰【_丢①一竹)够一")】

e打(一虿1 r’r)e￡r(一尹1 ’M‘，)e打(且TM’)

i蔗焉舸c一吉聊附c一吉∥肘”，×
咖(风TM．)e州一扣)(de岳)㈦p-m_1)／2×
det(r，r)(m-r-I)／2[d(r，r)](日，。dH。)(d云)

现在对上式关于日，E％．，积分

I etr(HlTM’)(H’IdHl)=
o凡Eym．，掣J：，。。‰．，上。％一，e打c日。zM·，×2“～1T(“一7)矽2 JⅣI。‰．，凡Eo⋯”u“P”1

7“

(K’dK)(H71dHl)=

鼍熟型f附(删州轴)：2”一1T(“一7)现JⅣEo(m)“u“1⋯八“1⋯叫一

尝掣羔k，州⋯毗掣1叮T‘m卅耽 L(要m)如m)⋯r上1⋯八～7

丙2r,丌mrl2 k吣聊’胭)=
丙2,Ii．,,=-／2。州扣扣∥卯)
由I比得PT与否的联合密彦为

’ 、“‘

1n+r--py2

即舭再i面万卜亏∥喇∥矿妙≮
碡i而×矧吉m；扣w7州一扣∽州一扣，×

附(一扣)(de岳)∽M_1)门(du)(d云) (de画)(n-p-m-1)，2[d(卵)](d云)
由于U 7=H。T，其中H，∈k．，，这里k．，表示

所有m x r列正交矩阵组成的Stiefel流形，根据引

理5我们有

(dU)=21det(rT)‘”’1’门[d(T’T)](Ⅳ’。dH。)

又因为UU’=T7H'IHlT=T’T

所以

etr[一虿1(u—M‘)7(u—M’)】-

附【_丁1(删+∥M’一2U—M)]_

设，=T'B—F，G=T'T，该变换的雅可比为

[d(rT)](d宫)=

(detG)‘“1’72(detY)小+1’(dF)(dG)

因此，和G的联合密度为币_坐L甜r【一丁1∽删×rr【j}(凡+r—p—m)lL(1m)。2¨。1’。1

(detG)jn-p-I)／2F。(号m；百1 M+M．，c)×
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e￡r(一杪1 ’M+，)(det乃-(n-p+2r—m+1)／2(d户)(dG) 由引理6，(3)式中有关因子的积分为

对该密度函数中关于G的因子积分

fa>oetr[一吉(，+矿2)GJ(detG广”∥-”／2×

。，，(虿1 m；铲1+M’’G)(dG) (3)

对比引理6，令膏=了1肘+M’’G，_，(拈G)：
24"+1’JM+M’，|_丁r+l

’=型{卫，mOt m’：r2——i。，2
因为

一勉=一号(J『+一)G=一扣w，Gz
Z=2G一1(肜+M+7)一1(，+矿1)G：

2G。1(M+M+’)一1(，+F)P一1 G

(detG)‘唧。1’尼={det[4(M+M+’)一1翩}‘n叩一1)／2：

4 7‘“一9‘1’以JM’M+，I一(n-p-1)／2(de国)‘n叩一1)以
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