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一类燃烧型的对流扩散方程解的定性性质
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摘要：研究具有燃烧型非线性项的反应—对流—扩散方程的自由边界问题，主要考虑在不同对

流强度下解的渐近行为。利用相平面分析的方法对问题的平衡解进行分类，把对流的强度分

成小对流和大对流两种情形。在两种对流强度下，问题具有完全不同的平衡解分类。对于大

对流情形，构造合适的上解得到解在极限区间 I∞上局部一致收敛于0；在小对流情形，利用ω-极
限集以及零点性质，得到解在 I∞上局部一致且收敛于0或1。
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非线性扩散方程的自由边界问题一般用来

描述生物物种或化学物质的扩张或者传播等现

象，用自由边界表示这种扩张前沿。它常常应用

于许多实际问题，如伤口愈合的过程［1］、肿瘤的生

长趋势［2-4］等。我们比较关注的还是它在生态学

领域的应用，比如新物种的入侵问题，种群密度

的变化过程等。而在自然界的实际情况中，仅仅

考虑这些个体的随机移动还远远不够，种群还可

能会受到生物或者非生物因素的影响，如气候、

食物或竞争捕食者等，从而使得种群进行某种偏

向性运动。在其相应的数学模型中，一般用对流

项来刻画这种具有方向性的移动。本文受此启

发，考虑如下自由边界问题：
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ut = uxx - aux + f ( )u g ( )t < x < h ( )t , t > 0
u ( )t, g ( )t = 0, g'( )t = -μux ( )t, g ( )t t > 0
u ( )t, h ( )t = 0, h'( )t = -μux ( )t, h ( )t t > 0
-g ( )0 = h ( )0 = h0, u ( )0, x = u0 ( )x -h0 ≤ x ≤ h0

（1）

其中 u (t，x)为 t时刻在某点 x处的种群密度；ut表

示种群根据时间的变化情况；f是燃烧型非线性

项，即满足 f ∈ ℂ1 ( [ 0，∞) )且存在 θ ∈ (0，1)，使得

{f ( )u = 0 ( )u ∈ [ ]0,θ , f ( )u > 0 ( )u ∈ ( )0, θ , f ( )u < 0 ( )u ∈ ( )1,∞
f ( )1 = 0, f '( )1 < 0, f+ ′( )θ > 0, f ( )u ≤ f+ ′( )θ ( )u - θ ( )u ∈ ( )θ,∞ （2）

两条自由边界 g (t)和 h (t)分别表示种群扩张

的前沿，扩张系数μ（μ > 0）反映种群扩张的能力，

对流系数 a（a > 0）表示对流的强度，u0 (x)则表示

种群的初始密度，h0是一个常数。本文我们考虑

初值u0 (x)属于以下集合：

ℵ (h0) : = { }ϕ ∈ C2 ( )[ ]-h0,h0 |ϕ ( )-h0 = ϕ ( )h0 = 0,
ϕ ( )· 在 ( )-h0,h0 上非负,且恒不等于0

利用文献［5-6］中的方法，可以证得如下两

个结论：

引理 1 设 f满足条件（公式 2），u0 ∈ ℵ (h0)，则
问题（公式 1）存在唯一时间全局解 (u，g，h)，并且

对任意的时间T > 0和数 υ ∈ (0，1)，有
u ∈ ℂ(1 + υ2 , 2 + υ ) (DT) , g, h ∈ ℂ(1 +

υ
2 , 2 + υ ) ([ 0,T ])

其中，DT = {(t，x) |0 < t ≤ T，g (t) ≤ x ≤ h (t)}。
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引理2 对任意的 x ∈ [ g (t)，h (t) ]和 t > 0有
0 < u (t, x) ≤ C, 0 < -g'(t) , h'(t) ≤ C

其中，C > 0为常数。

由g和h的单调性，定义

g∞: = limt → ∞ g (t) , h∞: = limt → ∞ h (t)

I (t) = [ g (t) , h (t) ] , I∞ = (g∞, h∞)
经过研究，得到主要结果如下：

定理 1 设 f 满足条件（公式 2），u0 = σϕ，
ϕ ∈ ℵ (h0)，(u，g，h)是问题（公式 1）的解，则存在

c* ∈ (0，2 f+ ′( )θ )，使得：

（1）当a ∈ (0，c*)时，有

lim
t → ∞  u ( )t,·

L∞loc ( )I∞
= 0或1

（2）当a ∈ (c*，∞)时，有

lim
t → ∞  u ( )t,·

L∞loc ( )I∞
= 0

1 平衡解分析

先用相平面分析的方法给出方程

ut = uxx - aux + f (u) , t > 0, x ∈ I （3）
的平衡解，其中 I ⊆ R。

利用相平面的方法研究下列方程的所有非

负有界解 v = v (z)。
v″ + γv' + f (v) = 0, z ∈ I （4）

其中，I ⊆ R。则当 γ = -a时，方程（4）的解便是

方程（3）的平衡解；当 γ = c - a时，u (t，x) = v (x -
ct)是方程（3）的行波解，其中 v (·)是方程（4）的

解。因为问题（1）的解 u (t，x)是非负有界的，所以

这里只需要关注方程（3）的非负有界解。

1. 1 相图分析

方程（4）等价于如下二维自治系统：

{v' = ww' = -γ - f ( )v （5）
系统（公式 5）的每一个解 (v (z)，w (z))对应着

相平面 v - w上的一条轨线，轨线上任意w ≠ 0的
点处斜率为

dw
dv = -γ -

f ( )v
w

（6）
由于 f是燃烧型非线性项，即满足条件（公式

2），系统（公式 5）在 v ≥ 0半平面上的平衡点有

(0，0)、(q，0) (0 < q < θ)、(θ，0)和 (1，0)。经过计算

可得(1，0)所对应的特征值为

λ±0 = -γ ± γ2 - 4f '( )1
2

因为 f '(1) < 0，所以 (1，0)是鞍点。记系统

（公式5）在第一象限中且满足

v ( + ∞) = 1,w ( + ∞) = 0 （7）
的轨线为 Γγ1，该轨线上的点记为 (v，wγ1 (v))（见图

1）。记系统（公式5）在第一象限中且满足

v ( - ∞) = 0,w ( - ∞) = 0 （8）
的轨线为 Γγ0，该轨线上的点记为 (v，wγ0 (v))（见图

1）。由相平面分析方法，易知此两条轨线的位置

关系，见图1。

下面讨论wγ1 (θ)与wγ0 (θ)的大小关系。

根据文献［7］，我们有如下结论：

命题 1 存在 c0：= 2 f+ ′( )θ > 0，使得当 γ ≤
-c0时下述问题存在唯一解 v (z) = Qθ (z)。

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

v″ + γv' + f ( )v = 0, z ∈ R
v ( )-∞ = θ, v ( )+∞ = 1, v ( )0 = θ + 12
v'( )z > 0,∀z ∈ R

（9）

显然有：

推论1 wγ1 (θ){> 0, - c0 < γ < 0= 0, γ ≤ -c0
下面我们给出wγ1 (θ)的具体性质。

引理 3 wγ1 (θ)关于γ在 ( - c0，0)上连续且严

格递增，并且

lim
γ → ( )-c0

+ w
γ1 (θ) = 0,w01 (θ) = 2 ∫

θ

1
f ( )s ds > 0

证明：由常微分方程解对参数的连续依赖性

可知，wγ1 (θ)关于γ连续。再由式（6）可知

|

|
||

dwγ1
dv

( )1,0
= -γ - γ2 - 4f '( )1

2 < 0

图1 两条轨线的位置关系

Fig. 1 The position relationship between the two rail
lines
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则
|

|
||

dwγ1
dv

( )1，0
关于 γ ∈ ( - ∞，0)严格单调递减。

从而对任意的γ1 < γ2 < 0，存在 δ > 0，使得

wγ11 (v) < wγ21 (v) , v ∈ [ 1 - δ,1) （10）
下 面 证 明 对 任 意 的 -c0 < γ1 < γ2 < 0，当

v ∈ [ θ，1 - δ) 时 ，wγ11 (v) ≠ wγ21 (v)；否 则 ，假 设

v0 ∈ [ θ，1 - δ)，使wγ11 (v0) = wγ21 (v0) ≠ 0，故
|

|
||

dwγ1
dv

v = v0
≤ |

|
||

dwγ 2
1
dv

v = v0
另一方面，由公式（6）有

|

|
||

dwγ11
dv

v = v0
= -γ1 - f ( )v0

wγ11 ( )v0
> -γ2 -

f ( )v0
wγ21 ( )v0

= |

|
||

dwγ21
dv

v = v0

两者矛盾，故有 wγ11 (θ) < wγ21 (θ)，即 wγ1 (θ)在

γ ∈ ( - c0，0)上严格单调递增。由解对参数的连

续依赖性及推论1可知

lim
γ → ( )-c0

+ w
γ1 (θ) = 0

设γ = 0，则在公式（6）两边乘以w，再对 v从 θ

到1积分，得

w01 (θ) = 2 ∫
θ

1
f ( )s ds

利用wγ1 (θ)和wγ0 (θ)的连续单调性，易知存在

唯一的γ < 0使得Γγ1和Γγ0为同一条轨线。证毕。

命题 2 存在 c* ∈ (0，c0)，使得当且仅当 γ =
-c*时，下述问题存在唯一解 v (z) = Q0 (z)。

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

v″ + γv' + f ( )v = 0,z ∈ R
v ( )-∞ = 0, v ( )+∞ = 1, v ( )0 = 12
v'( )z > 0,∀z ∈ R

（11）

证明：由公式（6）知，当γ < 0，v ∈ (0，θ)时
dwγ0
dv = -γ > 0

再由wγ0 (·) ∈ ℂ1 ([ 0，θ ])，知
wγ0 (v) = -γv, v ∈ [ 0, θ ]

结合推论 1及引理 3，可知存在 c* ∈ (0，c0)，当
且仅当γ = -c*时

wγ0 (θ) = wγ1 (θ)
即当且仅当 γ = -c*时，公式（11）存在解，又

因为 (1，0)是鞍点，故公式（11）的解唯一，记为 v =
Q0 (z)。证毕。

这里我们找到了方程（4）的两个关键解 v =
Qθ和 v = Q0，它们分别对应于相平面上连接奇点

(θ，0)和 (1，0)的轨线 Γ10。借助这样两个特殊解，

分析奇点类型和向量场方向，利用相平面分析

法［8-9］可以得到γ ≤ 0时对应的相图（见图2）。

图2 γ ≤ 0时不同情形下的相图

Fig. 2 Phase diagrams for different cases when γ ≤ 0
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另一方面，当 γ > 0时，只要令 -v (z) = v ( - z)，
则当 v是公式（4）的解时有

-v ′ - γ -v ′ + f (-v) = 0, z ∈ -I

再利用上面的分析，可得 γ > 0时的相图

（见图3）。

1. 2 分类结果

有了上面对系统（公式 5）完整的相图分析，

易得公式（4）所有解的分类。特别地，当 γ = -a
时，即为方程（3）的平衡解。

1. 2. 1 常数解(a > 0)
v = m (m ∈ [ 0，θ ])，v = 1

1. 2. 2 半轴上严格递减解(a > 0)
v (·) = Ur (· - x0) (x0 ∈ R)（见图 2a的轨线Γ2a、

图 2b的轨线Γ2b、图 2c的轨线Γ2c、图 2d的轨线Γ2d），

其中Ur ∈ ℂ2 ( - ∞，0)是方程（4）在 ( - ∞，0 ]上满

足下列条件的唯一解。

Ur ( - ∞) = 1,Ur (0) = 0,Ur ′(·) < 0
令

Pr (γ) = -μUr ′(0 ; γ) > 0
知Pr (γ)关于γ连续，且在 ( - ∞，c*)上严格递

减［7］，并满足

Pr (c* - 0) = 0,Pr ( - ∞) = +∞,Pr ′(γ) < 0
1. 2. 3 半轴上严格递增解(0 < a < c*)

v (·) = Ul (· - x0) (x0 ∈ R)（见图 2d 的轨线

Γ1d，其中Ul ∈ ℂ2 ( )0，∞ )是方程（4）在[ 0，∞)上满足

下列条件的唯一解。

Ul (0) = 0,Ul ( + ∞) = 1,Ul ′(·) > 0
令

Pl (γ) = -μUl ′(0 ; γ) < 0
知 Pl (γ)关于 γ连续且在 ( - c*，∞)上严格递

减，并满足

Pl ( - c* + 0) = 0,Pl (∞) = -∞,Pl ′(γ) < 0
由Ur和Ul满足的方程及条件可知，当γ ∈ ( -

c*，∞)时，有

Ul ′(z ; γ) = -Ur ′(z ; -γ)
Ul ′(z ; γ) = Ur (z ; -γ)

从而有

Pl (γ) = -Pr ( - γ) , γ ∈ ( - c*,∞)
1. 2. 4 半轴上“0-尾巴”的非单调解(0 < a < c*)

v (·) = V0 (· - x0) (x0 ∈ R)（见 图 2d 的 轨 线

图3 γ > 0时不同情形下的相图

Fig. 3 Phase diagrams for different cases when γ > 0
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Γ4d），其中 V0 ∈ ℂ2 ( - ∞，0)是方程（4）在 ( - ∞，0 ]
上满足下列条件之一的唯一解：

V0 ( - ∞) = V0 (0) = 0
并且 V0 (·)在 ( - ∞，0)上有一个极大值点 -z，

V0 (-z) > θ。令

P0 (γ) = -μV0 ′(0 ; γ) > 0
P0 (γ)关于 γ在 ( - c*，0)上连续且严格递减，

且P0 (γ) ∈ (0，Pr (γ))，并满足

Pl (0 - 0) = 0,P0 ( - c* + 0) = Pr ( - c*)
1. 2. 5 具有紧支集的解

v (·) = Wl (·- x0)(x0 ∈ R)（见图 2d的轨线 Γ3d），

其 中 对 任 意 b∈ (P0 (γ)，Pr (γ))都 存 在 唯 一 的

L (b，γ) > 0，使得 W ∈ ℂ2 ([ - L (b，γ)，0 ])是方程

（4）在( - L (b，γ)，0)上满足下列条件的唯一解：

W ( - L (b,γ)) = W (0) = 0, b = -μW'(0 ; b,γ)
即

S = { }( )γ,b | - c* < γ < 0时,P0 ( )γ < b < Pr ( )γ
0 ≤ γ < c*时, 0 < b < Pr ( )γ

中的每一个点 (γ，b)对应某个具有紧支集的解

W (z；b，γ)。
1. 2. 6 R上“0-尾巴”的严格递增解(a = c*)

v (·) = Q0 (· - x0) (x0 ∈ R)（见 图 2c 的 轨 线

Γ1c），其中Q0 ∈ ℂ2 (R)是方程（4）在R上满足下列

条件的唯一解。

Q0 ( - ∞) = 0,Q0 ( + ∞) = 1,Q0 ′(·) > 0
1. 2. 7 半轴上“α-尾巴”的非单调解(a > 0)

v (·) = Vα (· - x0) (x0 ∈ R)（见图2a的轨线Γ3a、
图 2b的轨线Γ3b、图 2c的轨线Γ3c、图 2d的轨线Γ5d）。

该 平 衡 解 与（4）类 似 ，左 端 趋 于 某 个 常 数

α ∈ (0，θ ]。
1. 2. 8 半轴上趋于α的严格递减解(a > 0)

v (·) = Uα (· - x0) (x0 ∈ R)（见图 2a轨线 Γ4a、
图 2b 轨 线 Γ4b、图 2c 轨 线 Γ4c、图 2d 轨 线 Γ6d）。

Uα ∈ ℂ2 ( - ∞，0)是方程（4）在 ( - ∞，0)上满足下

列条件的唯一解。

Uα ( - ∞) = α，Uα (0) = 0，Uα ′(·) < 0
1. 2. 9 R上“α-尾巴”的严格递增解(c* < a < c0)

v (·) = Qα (· - x0) (x0 ∈ R)（见 图 2a 的 轨 线

Γ1a）。其中 α ∈ (0，θ ]，且 Qα ∈ c2 (R)是方程（4）在

R上满足下列条件的唯一解。

Qα ( - ∞) = α,Qα ( + ∞) = 0,Qα ′(·) > 0
方程（3）的平衡解即为 γ = -a时方程（4）的

解，故方程（3）的非负有界平衡解有如下几类：

（1）系数 a ∈ (0，c*)时，有类型 1. 2. 1、1. 2. 2、
1. 2. 3、1. 2. 4、1. 2. 5、1. 2. 7、1. 2. 8；

（2）系 数 a = c* 时 ，有 类 型 1. 2. 1、1. 2. 2、
1. 2. 6、1. 2. 7、1. 2. 8；

（3）系数 a∈ (c*，∞)时，有类型 1. 2. 1、1. 2. 2、
1. 2. 7、1. 2. 8、1. 2. 9。
2 解的局部收敛性

类似于文献［8］中引理 2. 8的证明，可得问题

（公式1）解在左侧的单调性。

引理 4 设 f满足条件（公式 2），u0 ∈ ℵ (h0)，
(u，g，h)是问题（公式1）的解，则

g (t) + h (t) > -2h0,t > 0
ux (t,x) > 0, x ∈ [ g (t) , - h0 ] , t > 0

有了解在左侧的单调性，再利用上下解方法

以及零点性质可得如下结论，即解的局部收

敛性。

定理 2 设 f满足条件（公式 2），u0 ∈ ℵ (h0)，
(u，g，h)是问题（公式1）的解，则

（1）当a ∈ (0，c*)，u (t，·)在 I∞上局部一致收敛

到0或1；
（2）当 a ∈ (c*，∞)，u (t，·)在 I∞上局部一致收

敛到0。
特别地，当 I∞是有限区间时，u (t，·)在 I∞上一

致收敛到0。
证明：当a ∈ (c*，∞)时，考虑问题

{ut = uxx - aux + f ( )u , x ∈ R, t > 0
u ( )0,x = -u0 ( )x , x ∈ R

其 中 ，当 x ∈ [ - h0，h0 ] 时 ，有 -u0 (x) = u0 (x)；当

x ∉ [ - h0，h0 ]时，有-u0 (x) = 0。
记上述问题的解为 u1，则 u2 (t，x) = u1 (t，x +

at)满足

{ut = uxx + f ( )u , x ∈ R, t > 0
u ( )0,x = -u0 ( )x , x ∈ R

类似文献［10］中的引理 3. 1的证明，可证：存
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在 x0以及常数C > 0，使得

u2 (t, x) ≤ Q0 (x + c* t + x0) + Ce-δt, x ∈ R, t > 0
其中，Q0为类型（公式 6）平衡解，故由比较原理

可得

u (t, x) ≤ u1 (t, x) = u2 (t, x - at) ≤
Q0 (x - (a - c*) t + x0) + Ce-δt, x ∈ I (t) , t > 0 (12)

又 因 为 当 -x 充 分 大 时 ，存 在 C1 > 0 使

Q0 (x) ≤ C1e( )a - c* x。所以结合公式（12）可知，对任

意的区间 x ∈ I∞，当时间 t充分大时，有

u (t, x) ≤ C2e-( )a - c*
2
t + Ce-δt

其中 C2为依赖于 x的常数，从而 u在 I∞上局部一

致收敛到0。
下 面 考 虑 a ∈ (0，c*) 的 情 况 。 记 ω (u) 是

u (t，x)在 L∞loc (I∞)拓扑意义下的 ω极限集，即对任

意的稳态解 w (x) ∈ ω (u)，都存在一个序列 0 <
t1 < t2 < ⋯ < tn → ∞ (n → ∞) 使 得 u (tn，·) 在 I∞

上局部一致收敛于w (·)。因为ω (u)是紧连通集，

所 以 选 择 一 个 适 当 的 序 列 0 < t1 < t2 < ⋯ <
tn → ∞，可以找到问题（公式 1）这样一个整体解

W (t，x)，它满足

W (0, x) = w (x)
u (t + tn, x) → W (t, x) , n → ∞

这个收敛在 L∞loc (R × I∞)意义下成立。根据

抛物正则性，它在 c∞loc (R × I∞)意义下也成立。下

面证明w (x)是方程（3）的平衡解。由极值原理可

知 ，对 任 意 的 时 间 t ∈ R 和 区 间 x ∈ I∞，要 么

W (t，x) > 0，要么 W (t，x) = 0。如果 W (t，x) = 0，
显然它是方程（3）的平衡解。现在假设发生

W (t，x) > 0这种情况，设 v (x)是下面问题的唯

一解。

{v″ - av' + f ( )v = 0,x ∈ I∞
v ( )0 = w ( )0 ,v'( )0 = w'( )0 （13）

根据之前平衡解的分类，v (x)要么是方程（3）
在R上的正解，要么是方程（3）至少拥有一个端

点的解。后一种情况也就是存在 R0 ∈ R使得解

v (R0) = 0。由零点性质可知，当 t充分大时，函数

u (t，x) - v (x)在 (g (t)，h (t))上只有简单零点。根

据文献［11］中的引理 2. 6知，对任意的 t ∈ R和

x ∈ I∞，要么W (t，x) - v (x) = 0，要么W (t，x) - v (x)

在 I∞ 上只有简单零点。而当 t = 0时，W (0，x) -
v (x) = w (x) - v (x)在 x = 0处有退化零点，并不是

只有简单零点，所以第二种情况不会发生，则有

W (0，x) = v (x)，即 w (x) = v (x)，故 w (x)是方程（3）
的平衡解。它包含 m (m ∈ [ 0，θ ])、1、Ur (x - x0)、
Ul (x - x0)、 V0 (x - x0)、 W (x - x0)、 Vα (x - x0)、
Qα (x - x0)，其中 x0 ∈ R。如果 Ur (x - x0) ∈ ω (u)，
由 h (t)的单调递增性很容易得出 h∞ = x0，再根据

ω (u)的连通性知道Ur (x - x0)是ω (u)中唯一的元

素。进一步根据文献［8］中的 Lp 估计得出存在

υ ∈ (0，1)，使得

lim
t → ∞  u ( )t,· - Ur ( )· - x0

C1 + υ ( )[ ]0, h ( )t
= 0

因此当 t → ∞时，

h'(t) = -μux (t, h (t)) → -μUr ′(0) > 0
它与 lim

t → ∞ h (t) = h∞ = x0矛盾，所以假设不成立，故

而 Ur (x - x0) ∉ ω (u)。以同样的方法，可以推出

对 任 意 的 x0 ∈ R， Ul (x - x0)、 V0 (x - x0)、
W (x - x0)、Vα (x - x0)、Qα (x - x0) ∉ ω (u)。

最后我们考虑m (0 < m ≤ θ)是否属于 u (t，x)
的ω极限集。假设m ∈ ω (u)，由ω (u)的连通性知

道 ω (u) = {m}。当 a ∈ (0，c*)时，方程（3）有一个

“0-尾巴”的非单调解，即为之前平衡解分类的

（4），V0 在 ( - ∞，0) 上 有 一 个 极 大 值 点 -z，

V0 (-z) > θ。取充分小的 ε：= 12 [V0 (
-z) - θ ]，由引理

4中的单调性结论可知存在充分大的T > 0，当 t >
T时，有

u (t, x) ≤ θ + ε, x ∈ [ g (t) , - h0 ]
考虑区间 [ g (t)，g (T) ]，取平衡解 V0 (·)的某

个截断 V0 (x - g (T) + -z)| x ≤ g ( )T 作为上解。因为

V0 (x - g (T) + -z)| x ≤ g ( )T 在 ( - ∞，g (T))上单调递增

且 V0 (-z) > θ ≥ m，V0 ( - ∞) = 0，所 以 存 在 x0 ≤
g (T)使得 V0 (x0 - g (T) + -z) = m2。再根据比较原

理以及自由边界 g (t)的单调性可知，存在时间

T1 > T 使得 g (T1) < x0，且对任意的 t > T1 都有

u (t，x0) ≤ V0 (x0 - g (T) + -z) = m2，与假设矛盾。因

此当 a ∈ (0，c*)时，u (t，x)的ω极限集中的元素只
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能是0或1。
最后分析当 I∞是有限区间时的情况。我们

在区域

G = {(t, x)| t > 0 , h (t) - 1M < x < h (t)}
上考虑函数

w (t, x)=C éë2M (h (t)- x)-M 2 (h (t)- x) 2ùû , (t, x)∈G
其中M时待定的正常数，C是式子中的正常数。

通过计算可得

wt = 2MCh'(t)[ 1 - M (h (t) - x) ]
wx = C [ - 2M + 2M 2 (h (t) - x) ] ,wxx = -2M 2C

这里取

M = max0 ≤ w ≤ C

ì

í

î

ïï
ïï

4 u0
C1 ( )é

ë
ù
û-h0, h0

3C , a2 +
a2

4 +
f ( )w
2C

ü

ý

þ

ïï
ïï

整理后有

wt - wxx + awx - f (w) ≥ 2M 2C - 2MCa - f (w) =
2C (M - a2 )

2
- ( a2C2 + f (w)) ≥ 0

又由w的定义得

ì

í

î

ïï
ïï

w ( )t, h ( )t - 1
M
= C ≥ u ( )t, h ( )t - 1

M

w ( )t, h ( )t = 0 = u ( )t, h ( )t
下面我们考虑 w (0，x)和 u0 (x)的大小关系。

已知

w (0, x) = C éë2M (h0 - x) - M 2 (h0 - x) 2ùû
当 x ∈ é

ë
êh0 - 1M，h0 - 1

2M
ù
û
ú时，有

w (0, x) ≥ 34 C, - 2M ≤ 1
x - h0 ≤ -M

再由

u'0 (ξ) = u0 ( )x - u0 ( )h2
x - h0 ≤ -M (u0 (x) - u0 (h0))

ξ介于 x和h0之间，得

u0 ( )x - u0 ( )h0
1 M

≤ -u'0 (ξ) ≤  u0
C1 ( )é

ë
ù
û-h0,h0

因为M ≥
4 u0

C1 ( )é
ë

ù
û-h0，h0

3C ，故有u0 (x) ≤ 34 C，
所以当 x ∈ é

ë
êh0 - 1M，h0 - 1

2M
ù
û
ú时，有 u0 (x) ≤

w (0，x)。
当 x ∈ é

ë
êh0 - 1

2M，h0
ù
û
ú时，

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

wx ( )0, x = C [ ]-2M + 2M 2 ( )h0 - x ≤ -CM ≤
- 43  u0

C1 ( )é
ë

ù
û-h0, h0
≤ u'0 ( )x

w ( )0, h0 = u0 ( )h0 = 0
由此得w (0，x) ≥ u0 (x)。
综 合 这 两 种 情 况 ，可 以 知 道 当 x ∈ é

ë
êh0 -

1
2M，h0

ù
û
ú时，有w (0，x) ≥ u0 (x)。在区域G上对w -

u运用比较原理，得到 u (t，x) ≤ w (t，x)。任意取

ε > 0，δ：= min{ 1M，
ε
4MC}，存在 T0 > 0使得当 t >

T0时，有

h∞ - 1M ≤ h∞ - δ < h (t) < h∞
故对任意的 t > T0，x ∈ [ h∞ - δ，h (t) ]时，有

u (t, x) ≤ w (t, x) ≤ w (t, h∞ - δ) ≤
w (t, h (t) - δ) = C (2Mδ - M 2 δ2) < ε

同 理 可 以 找 到 T1 > 0，使 得 t > T1，
x ∈ [ g (t)，g∞ + δ ]时 u (t，x) < ε。再由 u在 I∞上的

局部收敛性知

lim
t → ∞  u ( )t,·

C2 ( )I ( )t
= 0

即u (t，·)在 I∞上一致收敛于0。证毕。

3 结论

本文讨论了一类具有燃烧型非线性项的对

流扩散方程，主要研究了在不同对流强度下解的

渐近行为。对流项在生物学上具体表现在种群

受到生物或者非生物因素比如气候的变化、食物

的缺失等的影响，使得种群进行某种偏向性的运

动。研究结果表明，当对流强度很大时，即

a > c∗，解在极限区间上局部一致收敛于 0，也就

是种群在强对流环境下不能在固定区域上存活，

要么种群整体迁移并存活，要么迁移的同时消

逝。而当对流强度比较小时，即 a ∈ (0，c∗)，解在

极限区间上局部一致收敛于 0或 1，也就是种群在

弱对流环境下有在固定区域上存活的可能性，有

可能成功扩散存活下去，也有可能消逝。
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Qualitative Properties of Solutions for a Class of Combustion Con⁃
vection Diffusion Equations

WEN Qihui，WANG Yan
（School of Applied Mathematics，Nanjing University of Finance & Economics，Nanjing Jiangsu 210023，China）

Abstract :In this paper, the free boundary of reactive-convection-diffusion equations with combustion nonlinear terms is studied,
and the approaching behavior of solution under different convective intensity is mainly considered. We use phase plane analysis
to classify the balance solution of the problem and divide the strength of convection into two situations: small convection and large
convection. At these two convection intensity, the problem has a completely different balanced classification. For large convection
situations, we construct a suitable upper solution on the limit range of I∞ locally consistent convergence to 0. In a small convection
situation, we use the ω-limit set and zero-point nature to get the solution on the I∞ locally consistent convergence at 0 or 1.
Keywords： reaction-convection-diffusion equation；free boundary；combustion type nonlinear term；zero point property
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