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加权三元区间数型多属性决策TOPSIS模型及其应用
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摘要：针对三元区间数距离计算中存在的问题，提出一种改进三元区间数距离公式的多属性

决策TOPSIS模型。根据三元区间数的确定性和不确定性特点，用基于加权区间值的三元区间

数距离代替三元区间数型TOPSIS模型中的欧氏距离，并以此计算三元区间数相对贴近度，按

照三元区间数相对贴近度排序决策。通过一个边坡支护方案评价的例子计算分析，并与用其

他方法得到的结果进行了对比，说明了方案的有效性。
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在区间数型不确定多属性决策中，由于在两

参数区间数中上、下限间的各个数值可以认为取

值机会均等，用其表示一个参量时，有时为了覆

盖整个取值范围，区间可能会取得过大，这时如

果再认为整个区间内取值机会均等，得出的结果

就会出现大的误差。为此，用三元区间数不仅保

持了参数的取值区间，而且还能突出取值可能性

最大的重心，以弥补两参数区间数的不足［1］。
三元区间数又称三参数区间数或三角模糊

数［2］，近年来在不确定多属性决策中得到了较为

广泛的应用。现已提出的三元区间数型多属性

决策方法有多种［3-9］，其中尤其以 TOPSIS方法最

为受到关注［6-7］。但采用TOPSIS方法进行三元区

间数型多属性决策时，尽管三元区间数距离计算

公式有多种，但均没有考虑三元区间数偏好区间

值的影响，不能体现三元区间数中值的相对确定

性与三元区间数上下确界中间取中值以外其他

值的相对不确定性特点。在三元区间数型多属

性决策中，尚无统一的三元区间数距离计算公

式。为此，在归纳现有三元区间数距离计算公式

的基础上，建立统一的三元区间数距离计算公

式，并将其应用于一个边坡支护方案评价。

1 三元区间数及其运算[1-2]

1. 1 三元区间数

设ℝ为实数集，若

a
~ = [ aL,aM,aN]

式中，aL、aM和 aN分别称为三元区间数的下确界、

中值和上确界。

当0 < aL < aM < aN ∈ ℝ时，称 a
~
是一个三元

区间数。三元区间数是规范区间数的一种具体

化表示，其含义可参考文献［1-2］。

1. 2 三元区间数运算

设有两个三元区间数 a
~ =［aL，aM，aN］，b

~=［bL，
bM， bN］ （0 < aL < aM < aN ∈ ℝ， 0 < bL < bM <
bN ∈ ℝ），其加法运算、减法运算、乘法运算、除法

运算、数乘运算的具体表达式见文献［1-2］。

1. 3 三元区间数距离

设有两个三元区间数 a
~ =［aL，aM，aN］，b

~=
［bL，bM，bN］，根据文献［3-7］可得 a

~
和 b

~
间的距离

公式：
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d ( a~ , b~ ) = (aL - bL )2 + 4(aM - bM )2 + (aN - bN )2
6

（1）
公式（１）是现有的，但不少情况下决策者对

区间数中的取值是有偏好的，如有的喜欢保守，

有的喜欢冒险。因此，对下确界及上确界进行加

权，才更加符合实际。于是，我们对公式（1）进行

改良。由式（1）导出

（１） 偏于保守型

d ( a~ , b~ ) =
2 (aL - bL )2 + 3(aM - bM )2 + (aN - bN )2

6 （2）
（２） 偏于冒险型

d ( a~ , b~ ) =
(aL - bL )2 + 3(aM - bM )2 + 2 (aN - bN )2

6 （3）
公式（1）~（3）可统一表示为：

d ( a~ , b~ ) =
α (aL - bL )2 + β (aM - bM )2 + γ (aN - bN )2

6 （4）
式中，α、β、γ为三元区间数中 3个参数的加权系

数，且满足α ≤ β，γ ≤ β。需要突出 aM、bM时，还可

以给定约束条件 β ＞ α + γ，从而突出反映 aM、bM

的重要性和“最可能性”。

在公式（4）中，α、β、γ取值不同，即可得到不

同的三元区间数的距离计算公式。例如，α、β、γ
分别取 6、6、6，即为式（１）；α、β、γ分别取 3、3、3，
即为式（３）。

2 三元区间数型多属性决策 TOPSIS模型

应用步骤

步骤1：建立三元区间数决策矩阵。

对具体方案的实际数据进行整理，得到三元

区间数型多属性决策矩阵 Y
~ = [ y Lij，yMij，y Nij ] m × n。

步骤2：确定“理想方案”和“负理想方案”。

设 I+为越大越优型指标集合，I－为越小越优

型指标集合，则“理想方案”和“负理想方案”分

别为

[ ]A+
~ =

{ max
i
[ y Lij ,yMij ,y Nij

j

] |i ∈ I+, mini [ y Lij ,yMij ,y Nij ]
j

|i ∈ I-|i =
1,2,…,m ; j = 1,2,…,n } =

{ [ y L1 ,yM1 ,y N1 ] , [ y L2 ,yM2 ,y N2 ] ,…, [ y Ln ,yMn ,y Nn ] } （5）
[ ]A-

~ =
{ min

i
[ y Lij ,yMij ,y Nij

j

] |i ∈ I+, maxi [ y Lij ,yMij ,y Nij ]
j

|i ∈ I-|i =
1,2,…,m ; j = 1,2,…,n } =

{ [ y L1 ,yM1 ,y N1 ] , [ y L2 ,yM2 ,y N2 ] ,…, [ y Ln ,yMn ,y Nn ] } （6）
步骤3：计算三元区间数规范化决策矩阵。

设规范化决策矩阵为 X
= =( [ x~ ij ]) m × n，其中

x ij
= = [ xLij，xMij，xNij ]，根据文献［4］，越大越优型规范化

公式为

[ xij~ ] = [ y Lij
y N, maxij

, yMij
y N, maxij

, y Nij
y N, maxij

] （7）
越小越优型规范化公式为

[ xij~ ] = [ y L, minij

y Lij
, y L, minij

yMij
, y L, minij

y Nij
] （8）

当通过以上公式规范化后，实际上所有指标

均已转化成了“越大越优”型指标。

当用具体数据表示较困难时，通常用语言变

量给出，然后通过适当转换，将其化为相应的三

元区间数，其对应关系见表1［3，8］。
步骤4：计算加权三元区间数矩阵。

三元区间数数型多属性决策属性指标的权

重可以是三元区间数，也可以是确定数，根据三

元区间数乘法运算法则或数乘运算法则，即可求

表1 语言价值变量及对应的三元区间数
Table 1 Language value variables and corresponding ternary interval numbers
权重语言的价值变量

非常不重要（FI）
不重要（I）
不太重要（JI）
一般（M）
比较重要（JZ）
重要（Z）
非常重要（FZ） 非常好（FG） ［0. 9，1. 0，1. 0］

评价值语言变量

非常差（FB）
差（B）
较差（JB）
一般（A）
较好（JG）
好（G）

对应三元区间数

［0，0，0. 1］
［0，0. 1，0. 3］
［0. 1，0. 3，0. 5］
［0. 3，0. 5，0. 7］
［0. 5，0. 7，0. 9］
［0. 7，0. 9，1. 0］

··68
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得加权三元区间数矩阵。

步骤 5：计算各方案到“理想方案”和“负理想

方案”的距离。

设方案 A
~

i到“理想方案”的距离为 d ( A~ i，A+
~ )，

到负理想方案的距离为d ( A~ i，A-
~ )，则有

∑
j = 1

n α (aLi - a+,L )2 + β (aMi - a+,M )2 + γ (aNi - a+,N )2
6

(9)
d ( A~ i, A-~ ) =

∑
j = 1

n α (aLi - a-,L )2 + β (aMi - a-,M )2 + γ (aNi - a-,N )2
6

(10)
式中，α、β、γ根据决策者偏好按定义4分别取值。

步骤6：计算相对贴近度。

设各方案的相对贴近度为Ci，根据TOPSIS法
原理，得到

Ci = d ( A~ i, A-~ )
d ( A~ i, A-~ ) + d ( A~ i, A+~ )

(11)

步骤7：方案排序决策。

根据相对贴近度 Ci大小排序，Ci越大，方案

越优。

3 算例分析

3. 1 问题背景

为便于比较，这里采用文献［9］中 INSPUR科

技园边坡支护工程设计方案的例子计算分析。

INSPER科技园东边坡南北长 370 m，因采石后回

填建筑垃圾，地质条件复杂，边坡稳定性差，在园

区开发建设中需对其支护，以保证施工期间和开

挖后边坡稳定及周边环境的安全。为选择安全、

合理、经济的支护方案，选择了 4家较有实力的设

计院各自做出 4个独立的设计方案（见表 2）进行

投标报价。由业内专家根据建设单位提出的要

求进行综合评价确定评价指标，综合考虑了建设

单位提出的 6项评价指标：方案的结构安全性 x1、
施工安全性 x2、工程报价 x3、施工工期 x4、绿化条

件 x5及施工可控性 x6 。其中有能定量表示的指

标，也有不能定量表示的定量指标；有越大越优

型的定量指标（x1、x2、x5、x6），也有越小越优的定量

指标（x3、x4），均以三元区间数表示。由于报价一

般都有最低价或二次报价，评标专家对同一方案

所给出的指标值并不完全相同，且施工工期也有

最早完工时间和最迟完工时间，结果汇总统计

后，每个方案的定量指标是以三元区间数给出

的。定性指标用语言价值变量用表 1对应的三元

区间数表示。

3. 2 计算过程

3. 2. 1 建立三元区间数决策矩阵

通过表1整理表2的决策矩阵。

A
~ =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

[ 0.7,0.9,1.0 ] [ 0.7,0.9,1.0 ] [ 285,290,300 ] [ 55,58,60 ] [ 0.9,1.0,1.0 ] [ 0.7,0.9,1.0 ]
[ 0.9,1.0,1.0 ] [ 0,0.1,0.3 ] [ 255,263,270 ] [ 58,60,63 ] [ 0,0.1,0.3 ] [ 0.5,0.7,0.9 ]
[ 0.5,0.7,0.9 ] [ 0.1,0.3,0.5 ] [ 420,460,470 ] [ 60,65,70 ] [ 0.7,0.9,1.0 ] [ 0.9,1.0,1.0 ]
[ 0.3,0.5,0.7 ] [ 0.9,1.0,1.0 ] [ 300,350,400 ] [ 40,50,60 ] [ 0.1,0.3,0.5 ] [ 0.1,0.3,0.5 ]

3. 2. 2 确定三元区间数“理想方案”和“负理想

方案”。

由式（5）、（6）可得“理想方案”和“负理想方

案”为

[ A+~ ] = { [ 0.9,1.0,1.0 ] , [ 0.9,1.0,1.0 ] , [ 255,263,270 ] , [ 40,50,60 ] , [ 0.9,1.0,1.0 ] , [ 0.7,0.9,1.0 ] }
[ ]A-

~ =｛［0. 3，0. 5，0. 7］，［0，0. 1，0. 3］，［420，460，470］，［60，65，70］，［0，0. 1，0. 3］，［0. 1，0. 3，0. 5］｝

表2 边坡支护方案
Table2 Slope support scheme

单位

Y
B
F
M

支护方案

上部土钉墙+下部锚索格构梁

上部锚杆+下部桩锚支护

上部放坡+下部桩锚支护

预注浆+注浆花管

结构安

全性

好

非常好

较好

一般

施工安

全性

好

差

较差

非常好

工程报价

/（万元）

［285，290，300］
［255，263，270］
［420，460，470］
［300，350，400］

施工工期/d
［55，58，60］
［58，60，63］
［60，65，70］
［40，50，60］

绿化

条件

非常好

差

好

较差

施工

可控性

好

较好

非常好

较差

··69
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3. 2. 3 计算三元区间数规范化决策矩阵

A
~ =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

[ 0.700,0.900,1.111 ] [ 0.700,0.900,1.111 ] [ 0.895,0.907,0.900 ] [ 0.727,0.862,1.000 ] [ 0.900,1.000,1.111 ] [ 0.700,0.900,1.111 ]
[ 0.900,1.000,1.111 ] [ 0.000,0.100,0.333 ] [1.000,1.000,1.000 ] [ 0.690,0.833,0.952 ] [ 0.000,0.100,0.333 ] [ 0.500,0.700,1.000 ]
[ 0.500,0.700,1.000 ] [ 0.100,0.300,0.556 ] [ 0.607,0.572,0.574 ] [ 0.667,0.769,0.857 ] [ 0.700,0.900,1.111 ] [ 0.900,1.000,1.111 ]
[ 0.300,0.500,0.778 ] [ 0.900,1.000,1.111 ] [ 0.850,0.751,0.675 ] [1.000,1.000,1.000 ] [ 0.100,0.300,0.556 ] [ 0.100,0.300,0.556 ]

3. 2. 4 计算加权三元区间数矩阵

各指标通过评标专家打分，采用确定性权

重，即w = (0.30、0.15、0.20、0.15、0.10、0.10)，由三

元区间数乘法法则计算加权三元区间数矩阵为

[ ]AW
~ =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

[ 0.2100,0.2700,0.3000 ] [ 0.1050,0.1350,0.1500 ] [ 0.1789,0.1759,0.1700 ] [ 0.1091,0.1034,0.1000 ] [ 0.0900,0.1000,0.1000 ] [ 0.0700,0.0900,0.1000 ]
[ 0.2700,0.3000,0.3000 ] [ 0.0000,0.0150,0.0450 ] [ 0.2000,0.1939,0.1889 ] [ 0.1034,0.1000,0.0952 ] [ 0.0000,0.0100,0.0300 ] [ 0.0500,0.0700,0.0900 ]
[ 0.1500,0.2100,0.2700 ] [ 0.0150,0.0450,0.0750 ] [ 0.1214,0.1109,0.1085 ] [ 0.1000,0.0923,0.0857 ] [ 0.0700,0.0900,0.1000 ] [ 0.0900,0.1000,0.1000 ]
[ 0.0900,0.1500,0.2100 ] [ 0.1350,0.1500,0.1500 ] [ 0.1700,0.1457,0.1275 ] [ 0.1500,0.1200,0.1000 ] [ 0.0100,0.0300,0.0500 ] [ 0.0100,0.0300,0.0500 ]
相应地，“理想方案”和“负理想方案”如下：

[ ]A+w
~ =｛［0. 270 0，0. 300 0，0. 300 0］，［ 0. 135 0，0. 150 0，0. 150 0］，［0. 200 0，0. 193 9，0. 188 9］，［0. 150 0，0. 120 0，

0. 100 0］，［0. 090 0，0. 100 0，0. 100 0］，［0. 090 0，0. 100 0，0. 100 0］｝；

[ ]A-w
~ =｛［0. 090 0，0. 150 0，0. 210 0］，［0. 000 0，0. 015 0，0. 045 0］，［0. 121 4，0. 110 9，0. 108 5］，［0. 100 0，0. 092 3，

0. 085 7］，［0. 000 0，0. 010 0，0. 030 0］，［0. 010 0，0. 030 0，0. 050 0］｝。

3. 2. 5 计算各方案到“理想方案”和“负理想方

案”的距离

根据公式（４），α、β、γ分别取 1、4、1，由公式

（9）、公式（10）得，d+1=0. 103 7，d=0. 272 3，d=
0. 317 0，d=0. 333 6，d-1=0. 450 8，d=0. 276 9，d=
0. 233 8，d=0. 215 9。
3. 2. 6 计算相对贴近度

根据式（11）求得：C1=0. 813 0，C2=0. 504 1，
C3=0. 4245，C4=0. 3928。
3. 2. 7 方案排序决策

根据Ci大小，方案排序为 C1 > C2 > C3 > C4，
即Y公司的方案为最优方案，其次为B公司方案、

F公司方案、M公司方案。

如果要求方案选择偏于保守，则 α、β、γ分别

取2、3、1，求得

C1=0. 788 2，C2=0. 501 4，C3=0. 411 9，C4=
0. 394 2，方案排序为 C1 > C2 > C3 > C4。

如果要求方案选择偏于冒险，则 α、β、γ分别

取1、3、2，求得

C1=0. 816 5 ，C2=0. 507 1，C3=0. 430 8，C4=

0. 392 0，方案排序为：C1 > C2 > C3 > C4。
3. 3 结果分析

这个结果与最终专家确定的中标的结果一

致，也与文献［9］得到的结果相符。与文献［10］
结果对比，前两家公司方案一致，后两家公司方

案顺序不同，其原因在于文献［10］确定的“理想

方 案 ”有 误 ，将［0. 9，1. 0，1. 0］误 写 成［0. 7，
0. 9，1. 0］。

尽管采用加权的三元区间数 TOPSIS模型计

算的相对贴近度Ci有所不同，但对方案优劣排序

并无影响，说明方案的排序相对稳定。

三元区间数中值的相对确定性与其上、下确

界中间取中值以外其他值的相对不确定性要求

其运算时考虑中值及其下确界的分担比例，即权

重，建立基于加权区间值的三元区间数距离公式

是完全必要的。

基于加权区间值的区间数型多属性决策

TOPSIS模型体现了三元区间数的相对确定性与

不确定性，兼顾了决策者的不同偏好，评价结果

更加符合实际。
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Abstract :Aiming at the problems existing in the calculation of ternary interval number distance, a multi-attribute decision-

making TOPSIS Model Based on improved ternary interval number distance formula is proposed. According to the certainty and
uncertainty characteristics of ternary interval number, the model uses the ternary interval number distance based on weighted in⁃
terval value to replace the Euclidean distance in ternary interval number TOPSIS model, calculates the relative closeness of ter⁃
nary interval number, and makes decisions according to the relative closeness of ternary interval number. An example of slope
support scheme evaluation is calculated and analyzed, and compared with the results obtained by other methods to illustrate the
effectiveness of this method.
Keywords：weighted ternary interval number；multi-attribute decision making；TOPSIS model；slope support；scheme evalua⁃
tion
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