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Heston模型下考虑随机劳动收入的最优投资问题
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摘要：基于Heston随机波动率模型研究投资者拥有一份随机劳动收入的最优投资问题。假设

金融市场由一个风险资产（股票）和无风险资产（银行存款）构成，并考虑投资者拥有一份随机

劳动收入，在指数效用函数下使其终端财富最大化；利用随机控制方法得到该问题的最优投资

策略的解析表达式，通过数值模拟分析模型中的主要参数以及劳动收入对最优投资策略的影

响。结果表明：随着投资者的劳动收入波动率增大，投资到风险资产的比例减小；在风险厌恶

系数增大时，投资到风险资产的比例也减小；风险资产的投资比例对Heston模型中的参数变化

非常敏感。
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最优投资组合的选择问题一直是金融数学

研究的热点问题。Merton［1-2］首次在连续时间金

融模型下用随机动态规划方法研究了最优消费-
投资组合问题；谢超强等［3］基于Heston随机波动

率模型和指数效用函数框架研究了资产负债管

理问题，具体地说是用随机控制方法得到最优资

产配置策略的解析解，再通过数值模拟分析了

Heston模型参数对最优资产配置策略的影响；A
等［4］在Heston随机波动率模型下研究了一个具有

时滞的保险公司的最优投资和超额损失再保险

问题；常浩等［5］在指数效用函数下，通过随机最优

控制方法研究最优再保险-投资问题，其中股票

波动率满足Heston随机波动率模型；文献［6-8］
进一步研究了 Heston模型下的最优投资组合

问题。

随着最优投资组合问题的深入研究，越来越

多的因素被考虑到投资组合问题中，其中一个关

键因素是劳动收入，这是因为劳动收入的多少会

影响投资者的风险资产投资比例。Sun等［9］研究

了随机利率条件下养老金固定缴款计划的投资

组合问题，其中投资者拥有一份随机劳动收入，

而劳动收入的不确定性与利率和风险资产价格

相关；Wang等［10］假设劳动收入受借贷约束等因素

的影响，构建了一个不完备的金融市场模型，并

在递归效用函数下获得相应问题的解析解；杨

鹏［11］基于均值-方差准则、效用的随机微分博弈

和均值-方差准则的随机微分博弈 3种目标函数，

分别探讨了随机工资情况下的养老金最优投资

问题。

本文在Heston模型基础上考虑投资者拥有

一份随机劳动收入，利用随机控制理论获得最优

投资问题的解析解，理论模型更切合实际。

1 问题模型

1. 1 基本假设

为了对建立的模型有严格的数学描述，首先

作如下假设：

（1）金融市场无摩擦，投资者在投资过程中

不考虑交易成本和税收费用，并允许卖空；

（2）(Ω，F，P)是一个完备的概率空间，模型

中的随机过程和随机变量均定义在此概率空间

上，{Ft}
t ∈ { }0，T 是满足通常条件的σ-域流；

（3）金融市场有一种无风险资产（银行存款）

和一种风险资产（股票），并且可以连续交易，投
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资期限为 [ 0，T ]，且在投资期间内投资者拥有一

份随机劳动收入。

1. 2 模型建立

在 t时刻无风险资产的价格M (t)满足下面的

微分方程，即
dM ( t )
M ( t ) = rdt , M (0 ) = M0 (1)

式中：r为无风险利率，且是常数。

风险资产（股票）在 t时刻的价格过程 S ( t )满
足如下的随机微分方程，即

dS ( t ) = S ( t ) [ ( r + λV ( t ) )dt + σs V ( t ) dB ( t ) ] ,
S (0 ) = s0 > 0 (2)

式中：S ( t )服从Heston随机波动率模型；λ是风险

资产的预期收益率，且 λ > 0；σs是风险资产的波

动率，且σs > 0；B ( t )是定义在完备概率空间上的

一维布朗运动；V ( t )为瞬时方差，满足 CIR（Cox-
Ingersoll-Ross）模型。

dV ( t ) = k (θ - V ( t ) )dt + σv V ( t ) dB ( t ),
V (0 ) = v0 > 0 (3)

式中：k，θ，σv均为正常数，其中 k表示均值回复速

度，θ表示长期均值，σv代表瞬时方差波动率，且

2kθ > σ2v，保证V ( t ) > 0。
在投资期限 [ 0，T ]内，投资者拥有一份随机

劳动收入 Y ( t )，t时刻 Y ( t )满足如下随机微分

方程。
dY ( t )
Y ( t ) = μdt + σy V ( t ) dB ( t ),Y (0 ) = y0 > 0 (4)

式中：μ、σy均为大于 0的常数，其中 μ是劳动收入

的预期增长率，σy为劳动收入波动率 。

在上述模型框架下，假定投资者在 t时刻的

财富为 X ( t )，初始财富 x0 > 0，在 t时刻投资到风

险资产（股票）的投资比例为π ( t )，投资在无风险

资产（银行存款）的比例为 1 - π ( t )，t时刻投资者

的财富过程X ( t )满足如下的随机微分方程。

dX ( t ) = X ( t ) [ ]1 - π ( t ) dM ( t )
M ( t ) + X ( t )π ( t )

dS ( t )
S ( t ) + Y ( t )dt =

[ ]X ( t ) r + X ( t )π ( t )λV ( t ) + Y ( t ) dt + X ( t )π ( t )σs V ( t ) dB ( t ) (5)
式中：X (0 ) = x0，且 x0 > y0 > 0。

定义定义 1 一种投资组合策略π ( t )被称为可容

许的，如果π ( t )满足下列条件：

（1）π ( t )是{Ft}
t ∈ { }0，T，且可测；

（2）E é
ë
ê∫

t

T(X ( t )π ( t )σs V ( t ) ) 2dtùûú < ∞，E [ · ]
表示数学期望；

（3）对任意的π ( t )，方程（5）存在且是唯一的，

即方程（5）有唯一强解。

将所有可容许策略构成的集合记为∏ =
{π ( t )}0 ≤ t ≤ T 。

在投资组合选择问题中，投资者希望寻找最

优的投资策略π* ( t )，使其在投资期结束后终端财

富X ( t )效用最大，即求解如下的最优化问题。

Sup
π ( t ) ∈ ∏ [U (X (T ) ) ] (6)

式中：X ( t )和π ( t )满足方程（5）；U (·)表示效用函

数，且是严格的凹函数，即U'(·) > 0，U″(·) < 0。
假定投资者对风险的厌恶程度满足常数绝

对 风 险 厌 恶（Constant absolute risk aversion，
CARA）的指数效用函数，即

U (x) = - 1
q
e-qx

式中：q为绝对风险厌恶系数，且 q > 0。
2 模型求解

2. 1 值函数和 HJB（Hamilton-Jacobi-Bellman）
方程

为了最优化式（6），定义值函数：

J (t, x, y, v) = Sup
J ( )t,x,y,v

E [U (X (T)) |X ( t ) = x, Y ( t ) =
y,V ( t ) = v ]，0 < t < T (7)

式中 J (T，x，y，v) = U (X (T))。
根据随机控制理论中的动态规划原理，得到

值函数对应的HJB方程：

Sup
π ( )t ∈ ∏

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

Jt + k ( )θ - v Jv + 12 σ2v vJvv + yuJy + 12 y2σ2y vJyy +
( )λvxπ ( t ) + rx + y Jx + 12 x2π2 ( t ) vσ2s Jxx +
σsσv vxπ ( t )Jxv + σsσy vxπ ( t )Jxy + σyσv vyJyv

= 0 (8)
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式中：Jt、Jx、Jy、Jv、Jxx、Jvv、Jyy、Jxy、Jxv、Jyv 分别为

J (t，x，y，v)关于 t、x、y、v的一阶偏导和二阶偏导。

由最优化一阶条件可得最优投资策略为：

π* ( t ) = - λ
xσ2s

Jx
Jxx
- σv
xσs

Jxv
Jxx
- yσy
xσs

Jxy
Jxx

(9)
将式（9）代入式（8），进行计算化简后，得到

如下的偏微分方程。

Jt + k (θ - v) Jv + 12 σ2v vJvv + (rx + y) Jx + yuJy + 12 y2σ2y vJyy + σyσv vyJyv -
1
2
v
Jxx ( λ

2

σ2s
J 2x + σ2v J 2xv + y2σ2y J 2xy + 2 λσv

σs
JxJxv + 2 λσy

σs
JxJxy + 2yσyσvJxy Jxv) = 0 (10)

2. 2 指数效用函数下的最优投资策略

假设值函数形式为 J (t,x,y,v) =
- exp{ }-q[ ]a ( t ) x + b ( t ) y + c ( t ) v + d ( t )

q
，值函数

边界条件为a (T) = 1、b (T) = 0、c (T) = 0、
d (T) = 0，对上面值函数求偏导数，得

Jt = { - q[ a'( t ) x + b'( t ) y + c'( t ) v + d'( t ) ]}J，

Jx = [ - qa ( t ) ]J，Jxx = [ - qa ( t ) ]2J，
Jy = [ - qb ( t ) ]J，Jyy = [ - qb ( t ) ]2J，
Jv = [ - qc ( t ) ]J，Jvv = [ - qc ( t ) ]2J，
Jxy = q2a ( t )b ( t )J，Jxv = q2a ( t )c ( t )J，

Jyv = q2b ( t )c ( t )J
将上面的偏导数代入方程（10），通过计算可

得到
-a'( t ) x - a ( t ) rx - b'( t ) y - a ( t ) y - b ( t )uy - c'( t ) v + c ( t )kv -
1
2q
λ2 v
σ2s

+ c ( t ) λvσv
σ2s

+ b ( t ) λvσy
σ2s

- d'( t ) - c ( t )kθ = 0 (11)
利用分离变量的方法求解方程（11），得到如

下4个常微分方程。

{a'( t ) + a ( t ) r = 0a (T ) = 1 (12)

{b'( t ) + ub ( t ) + a ( t ) = 0b (T ) = 0 (13)
ì

í

î

ïï
ïï

c'( t ) - kc ( t ) + λ2

2qσ2s
- λσv
σs

c ( t ) - λσy
σs

b ( t ) = 0
c (T ) = 0

(14)
{d'( t ) + c ( t )kθ = 0d (T ) = 0 (15)

通过计算求解，可得：

a ( t ) = er (T - t ) (16)
b ( t ) = eu ( t - T ) ∫

t

T

a ( s)eu ( s - T )ds (17)
c ( t ) =

e(k +
λσv
σs

) ( t - T ) ∫
t

T( )λ2

2qσ2s
- λσy
σs

b ( s) e -(k +
λσv
σs

) ( s - T )ds
(18)

d ( t ) = ∫
t

T

kθc ( s)ds (19)
由上述讨论，可以得到如下定理：

定理定理 1在指数效用函数下，考虑投资者拥有

一份随机劳动收入的最优投资策略为

π* ( t ) = λ
σ2s x

1
qa ( t ) -

σv
σsx

c ( t )
a ( t ) -

yσy
σsx

b ( t )
a ( t ) (20)

式中 a ( t )、b ( t )、c ( t )分别由式（16）、式（17）和式

（18）给出。

3 数值分析

为进一步说明Heston模型中相关参数和劳

动收入对最优投资策略π* (t)的影响，本节在表 1
给定相关参数基础上通过数值模拟分析了参数

λ、σv、劳动收入波动率σy和绝对风险厌恶系数 q

对π* (t)的影响，如图1~图4所示。

由式（20）指数效用函数下投资者的最优投

资策略 π* (t)的表达式可知，π* (t)是参数 λ的增

函数。由于 λ表示风险资产的预期收益率，λ值

表1 基本参数表
Table1 Basic parameter list

参数 参数值

无风险利率 r/% 5
风险资产波动率σs/% 8
v ( t )的均值回复速度 k 0. 3
投资时间T/a 20
初始时刻 t 0
初始财富 x 20
初始劳动收入 y 4
劳动收入的预期收益率μ/% 15

··74



姜 奎：Heston模型下考虑随机劳动收入的最优投资问题第4期

越大表明风险资产的预期收益越高，投资者为了

获得更高的风险资产收益，会加大对风险资产的

投资，从而风险资产的投资比例会随着 λ值的增

大而增大，这和图 1显示的投资者在金融市场上

的投资行为较为符合。

在式（3）随机微分方程中，σv代表瞬时方差

波动率。由最优投资策略的表达式（20）可知，当

σv逐渐增大时，
σv
σsx

× c ( t )
a ( t )逐渐增大，但最优投资

策略π* (t)会随着 σv的逐渐增大而减少，即投资

者会减少对风险资产的投入，符合图 2市场的实

践行为。

参数σy是劳动收入的波动率，在其他参数不

变的条件下，σy的大小会影响劳动收入的稳定。

σy越大表明劳动收入的波动性越大，即投资者的

劳动收入稳定性越差，此时投资者为了应对消费

等其他开支，会减少对风险资产的投资。这与图

3描述恰好一致。

由图4可以看出：随着绝对风险厌恶系数 q的

增大，投资者投资到风险资产的比例是逐渐减小

的。这表明风险厌恶系数的增大会导致投资者

变得保守，即风险越高，投资越厌恶。

4 总结

在Heston随机波动率模型框架下考虑投资

者拥有一份随机劳动收入，在终端财富最大化的

指数函数效用下求得最优投资策略的显式解；利

用MATLAB软件进行数值模拟分析，探讨主要参

数和劳动收入对投资策略的影响。结果表明：

（1）在其他参数条件不变的情况下，π* (t)随着 λ

的增大而增加；（2）最优投资策略π* (t)对模型中

的参数σv比较敏感；（3）劳动收入波动率σy的大

小会影响风险资产的投资比例，表现为σy越大，

π* (t)越小；（4）风险厌恶系数 q与风险投资比例存

在负相关关系。

图1 参数λ对最优投资策略π* (t)的影响

Fig 1 The influence of parameter λ on optimal
investment strategy π* (t)

图2 参数σv对最优投资策略π* (t)的影响

Fig 2 The influence of parameter σv on optimal
investment strategy π* (t)

图3 参数σy对最优投资策略π* (t)的影响

Fig 3 The influence of parameter σy on optimal
investment strategy π* (t)

图4 参数 q对最优投资策略π* (t)的影响

Fig 4 The influence of parameter q on optimal
investment strategy π* (t)
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Optimal Investment Problem of Considered Stochastic Labor Income
Under Heston Model

JIANG Kui
( )School of Computer Science and Data Engineering，Bengbu College of Technology and Business，

Bengbu Anhui 233000，China

Abstract :Based on Heston stochastic volatility model, the optimal investment problem of investors with a random labor income is
studied. Assume that the financial market consists of a risky asset (stock) and a risk-free asset (bank deposits), and consider that
investors have a random labor income to maximize their terminal wealth under the exponential utility function. The stochastic con⁃
trol method is used to obtain the analytical expression of the optimal investment strategy for this problem, and the influence of the
main parameters in the model and labor income on the optimal investment strategy is analyzed by numerical simulation. The re⁃
sults show that with the increase of labor income volatility, the proportion of investment in risk assets decreases. When the risk
aversion coefficient increases, the proportion of investment in risk assets also decreases. The investment proportion of risk assets
is very sensitive to the changes of parameters in Heston model.
Keywords：Heston model；labor income；stochastic control；optimal investment；exponential utility function
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